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Maths Elites Calcul algebrique

Chapitre 1 — Coefficients binomiaux et binbme de Newton

Pourquoi commencer par la? En Terminale SM, les factorisations a — 0", le bindme
de Newton et les sommes télescopiques interviennent partout : levée d’indéterminations,
récurrences, suites, dénombrement, et plus tard nombres complexes et arithmétique. Un éleve
qui maitrise ce chapitre gagne un temps considérable sur tout le reste de I’année.

1. Factorielles

Définition — Factorielle N

Pour n € N, on définit n! (lire «factorielle n») par:

0l=1 et VneN, (n+1)!=(n+1)xmnl

De facon explicite : Vn € N*, nl =1 x 2 X .- xn = H:zl k.

I(

Remarque

La convention 0! = 1 n’est pas arbitraire : elle est la seule qui rende la relation (n + 1)! =
(n + 1)n! valable des n = 0, et la seule qui donne C? = 1. Une bonne convention est une
convention qui préserve les formules.

&

Astuce — Simplifier un quotient de factorielles

Ne développez jamais les factorielles. Ecrivez plut6t :

(n:l—!Q)! _ (n+2)(7;'+ 1) x n! — (4 2)(n+1).

Regle d’or :

; est un produit de k facteurs consécutifs descendant depuis 7.

(n— k)

2. Arrangements et coefficients binomiaux

Définition — Arrangements, combinaisons N

Soient n € N* et k € [0,n]. On pose :

| — S L — .
" (n—k) "kl (n—k) -l

-

Remarque

La notation C} (lire «k parmi n») est celle employée dans ce fascicule. Vous rencontrerez
aussi la notation internationale (}), de plus en plus répandue en classes préparatoires et dans
la littérature : les deux désignent exactement le méme nombre. Attention a 1’'ordre : dans C’,f,
n est l'effectif total (en bas) et k le nombre d’éléments choisis (en haut).
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Propriété — Propriétés de base .

Soitn € N*.On a:
1.Cco=Ccr=1;

2.Cl=Crt=n (valable pourn >1);

Bl =01 = n(nT_D (valable pour n > 2);

4. Symétrie : Vk € [0,n], CF = CrF;
5. Formule de Pascal : Vk € [0,n — 1], Ck + O+t = L,
6. Formule du pion : Vk € [1,n], kCF =nCFL.

Méthode — Trois fagons de prouver une identité binomiale

(a) Par le calcul : on remplace chaque C/ par ; et on met au méme dénominateur.

!
Rin—)
Infaillible, parfois long.
(b) Pardénombrement: C/F est le nombre de parties a k éléments d"un ensemble a n éléments.
Pascal se lit alors : « parmi les parties a k + 1 éléments de [1,n + 1], on sépare celles qui
contiennent n + 1 de celles qui ne le contiennent pas ». Elégant et instantané.

(c) Par identification de coefficients : on développe (1 4 )" de deux manieres différentes.
C’est la technique la plus puissante.

Piége a éviter

La formule de Pascal ajoute deux coefficients consécutifs de méme ligne pour donner un

coefficient de la ligne suivante. Ne I'écrivez jamais C} + CF = CFilni CF + CF | = -

Récitez-la sous la forme mnémotechnique : «deux voisins d’une ligne du triangle donnent celui
du dessous ».

&

3. La formule du bindme de Newton

Théoréme — Bindme de Newton
Soient n € N et (a,b) € R%. Alors :

(a+0b)" = Z Clan=kpk = Z Clakpn=F,
k=0 k=0

I r

Remarque

Les deux écritures sont équivalentes : on passe de I'une a I'autre par le changement d’indice
j = n — k, en utilisant la symétrie C;¥ = C»*. Le théoréme est valable dés n = 0 (et pas
seulement n > 2), a condition d’adopter la convention 0° = 1 lorsque a ou b est nul.

Astuce — Le terme général, sans se tromper

Dans (a + b)", le terme d’indice k est C*a"*b*. Contrdle systématique : la somme des
exposants doit toujours valoir n. Si vous écrivez C/Fa"*b**1 I'erreur saute aux yeux.
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J

Piege a éviter

(a—b)™ #+ > CFa™ bk 1l faut écrire a — b = a + (—b), d’otr

(a=b)" =Y (=DFCFanFpk,
k=0

Le signe (—1)" porte sur k, pas sur n — k.

A\
[ Triangle de Pascal

n=>5 1 5 10 10 5 &l +C2=02

n=6 1 6 15 20 15 6 1

Chaque nombre est la somme des deux nombres situés au-dessus de lui : c’est
exactement la formule de Pascal. La ligne n donne les coefficients de (a + b)™.

Astuce — Veérifier un développement en 3 secondes

Substituez a = b = 1 : la somme des coefficients doit valoir 2". Substitueza = 1, b = —1:
la somme alternée doit valoir 0 (pour n > 1). Ces deux tests détectent la quasi-totalité des
erreurs de calcul.

Théoréme — Cas particulier fondamental

3 |
J

Soientn € Netz € R. Alors (1 + x)" = ZC,’fwk.
k=0

I(

Astuce — Le réflexe «je dérive »

La question 4 se traite aussi en dérivant I'identité polynomiale (1 + z)" = Y Cra*
n
n(l+z)" ! = Z kCFzk=1 puisz = 1.
s

Dériver puis évaluer est la technique reine pour faire apparaitre un facteur k; intégrer puis
évaluer fait apparaitre un facteur ﬁ Gardez-la en mémoire, elle resservira toute 1’année.

Chapitre 2 — Factorisations de référence et télescopage

4. La factorisation de ¢ — b
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Théoréme — Deuxiéme identité remarquable généralisée

Soient n € N* et (a,b) € R?. Alors :

a®—b" = (a—b) Y ab" k= (a—0b)(a" 4+ a2+ +ab" 2+ "L

-

Méthode — Démonstration par télescopage

Posons u, = a*b™ * pour k € [0, n]. Alors

i
L

n—1 n—1
(a—b) akfpn 17k =N (gktlpnTloh _gkpntR)y =N () —uy) = u, —uy = a — b,
k=0 k=0 0

x>
i

Principe du télescopage : si un terme s’écrit v, ; — v, la somme «se rétracte» et il ne reste
q

que les extrémités : E (Vg1 —Vg) = vg41 — v, Cest l'outil n°1 pour calculer une somme sans
k=p

récurrence.

[ Le télescopage : tout s’annule, sauf les deux bouts

chaque terme intérieur apparait deux fois, avec des signes opposés

N\ N\
(W)= 37 + 30 — 35 + ¥ — - + et — (U]
survivant survivant
n—1
(U, —Upy1) = ug—u,

=
Il

0

C’est tout le principe du télescopage. Dés que vous parvenez a écrire le terme général sous la

forme w, — wu,,,, la somme est calculée d’avance : seuls survivent le premier et le dernier terme.

Propriété — Cas particuliers a connaitre par coeur

Piege a éviter
a™ 4 b" n’est factorisable par a + b que si n est impair. Pour n pair, a” + b" ne s’annule jamais

(sauf a = b = 0) et nadmet donc aucune racine réelle : a® + b? est irréductible sur R. Test
mental : a = 1, b = —1 annule-t-il a™ + b™?

—m )

Cette identité est votre premier développement limité. Elle dit que - vaut «1+z+-+z""!
a un reste 2 pres». En Terminale et surtout en prépa, ce type d’écriture «partie principale +
reste controlé » est la clef de tous les calculs de limites fins. Retenez le mécanisme, pas seulement
le résultat.
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5. Les sommes classiques

Boite a outils — Les trois sommes a connaitre par coeur

Pour tout n € N* :

L n(n+1 e nn+1)2n+1 @ n2(n+1)>2
SlZZk:¥’ SQZZkQZ ( )( )’ ngzk3:¥:
1 k=1 k=1

>
Il
=2}

-

o

Méthode — Démontrer S, par télescopage (sans récurrence)

On part de l'identité (k + 1)® — k* = 3k® + 3k + 1 et on somme pour kde 1 an:

n

D [(k+1)% — k3] =38, + 38, +n.
k=1

=(n+1)3—1 (télescopage)

Dot 35, = (n+1)3 — 1 — 322 et apres simplification 5, = “HEntl),

Le procédé se généralise : pour obtenir S, partez de (k+ 1)?*! — kP*! et sommez. C’est bien
plus rapide qu'une récurrence, et surtout cela trouve la formule au lieu de la vérifier.

Astuce — La belle formule S; = 52

13423+ +n% = (1+42+ -+ n)? Cette égalité surprenante se retient trés bien et sert de
test immédiat : pourn = 3,1+ 8 +27 =36 = 6°. /

Astuce — Reconnaitre une somme télescopique

1
Devant , cherchez toujours a écrire le terme général comme une
v Zk(kz-l—l)---(k-l—p) o .

différence de deux termes consécutifs d’'une méme suite. Signe qui ne trompe pas : le
dénominateur est un produit de facteurs consécutifs.

-
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