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Exercice 1 — Identité et équations avec la fonction Arctan Raisonner 5 pts

1. Montrer que 2Arctan 2 + Arctan 4
3 = 𝜋. 1,5 pt

2. On considère la fonction 𝜑 définie sur ℝ par 𝜑(𝑥) = Arctan𝑥 + Arctan 2𝑥.

a) Montrer que l’équation 𝜑(𝑥) = 𝜋
3 admet une unique solution 𝑥0 dans ℝ, et que 0 < 𝑥0 < 1√

2
.

1 pt

b) Déterminer 𝑥0. 1 pt

c) Résoudre dans ℝ l’inéquation Arctan𝑥 + Arctan 2𝑥 > 𝜋
3 . 1,5 pt

Sous-total : 5 pts

Exercice 2 — Calcul de limites Calculer 2,5 pts

Calculer les limites suivantes :

1. lim
𝑥→0+

1
𝑥 Arctan(

√𝑥
𝑥 + 1) 0,75 pt

2. lim
𝑥→+∞

1
𝑥(𝑥 2

3 − 𝑥 1
3 )

3
2

0,75 pt

3. lim
𝑥→1−

2Arctan( 1√
1 − 𝑥) − 𝜋

𝑥 − 1 1 pt

Sous-total : 2,5 pts
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Exercice 3 — Arctangente d’une racine cubique de la tangente Démontrer 8 pts

Soit 𝑓 la fonction définie sur ] − ∞, 𝜋
2 ] par :

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑓(𝑥) = Arctan ( 3√tan𝑥) si 𝑥 ∈ [0, 𝜋
2 [,

𝑓(𝑥) = 𝑥
3√1 − 𝑥3 si 𝑥 < 0,

𝑓(𝜋
2 ) = 𝜋

2 .

1. Montrer que 𝑓 est continue sur l’intervalle [0, 𝜋
2 ]. 1,5 pt

2. Montrer que 𝑓 est continue en 0, puis calculer lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)
𝑥 et lim

𝑥→0+

𝑓(𝑥)
𝑥 . Interpréter

géométriquement. 1,5 pt

3. Calculer lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥). 0,75 pt

4. Calculer lim
𝑥→( 𝜋

2 )−
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜋

2 )
𝑥 − 𝜋

2
(on pourra poser 𝑡 = 𝜋

2 − 𝑥). 1,5 pt

5. Soit 𝑔 la restriction de 𝑓 à l’intervalle [0, 𝜋
2 ].

a) Montrer que 𝑔 réalise une bijection de [0, 𝜋
2 ] sur un intervalle 𝐽 à déterminer. 1 pt

b) Dresser le tableau de variations de 𝑔−1. 0,5 pt

c) Déterminer 𝑔−1(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝐽 . 1,25 pt

Sous-total : 8 pts

Exercice 4 — Une équation irrationnelle et le théorème des cordes Raisonner 4,5 pts

1. Résoudre dans ℝ l’équation
√𝑥 + 1 − 3√𝑥 = 1 (on pourra poser 𝑡 = 3√𝑥). 1,5 pt

2. Soit 𝑓 une fonction continue sur [0, 1] telle que 𝑓(0) = 𝑓(1), et𝑛 ∈ ℕ∗. Onpose, pour𝑥 ∈ [0, 1− 1
𝑛] :

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1
𝑛) − 𝑓(𝑥).

a) Montrer que
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝜑( 𝑘
𝑛) = 0. 1 pt

b) En déduire que : (∃𝑐 ∈ [0, 1 − 1
𝑛]) 𝑓(𝑐 + 1

𝑛) = 𝑓(𝑐). 2 pts

Sous-total : 4,5 pts

— Fin du sujet — Bon courage ! —
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