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Exercice 1 — Calcul de limites Calculer 4 pts

Calculer les limites suivantes :

1. lim
𝑥→1

3√𝑥2 − 1
Arctan(𝑥 − 1) 1 pt

2. lim
𝑥→0

sin (𝜋√
cos𝑥)

𝑥 1 pt

3. lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 Arctan𝑥 − 𝜋
2 𝑥) 1 pt

4. lim
𝑥→+∞

𝑥( 3√1 + 1
𝑥 − 1) 1 pt

Sous-total : 4 pts

Exercice 2 — Une bijection définie par morceaux et sa réciproque Raisonner 7 pts

On considère la fonction 𝑓 définie sur ℝ par :

⎧{
⎨{⎩

𝑓(𝑥) = 3√1 − 𝑥3 si 𝑥 ⩽ 1,

𝑓(𝑥) = 2Arctan( 2
𝑥 + 1 − 1) si 𝑥 > 1.

1. Calculer lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) et lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥). 1 pt

2. Étudier la continuité de 𝑓 sur ℝ. 1,5 pt

3. Montrer que 𝑓 est strictement décroissante sur ℝ. 1,5 pt
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4. a) Montrer que 𝑓 réalise une bijection de ℝ sur un intervalle 𝐽 que l’on déterminera. 1 pt

b) Déterminer 𝑓−1(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝐽 (on distinguera les cas 𝑥 ⩾ 0 et 𝑥 < 0). 2 pts

Sous-total : 7 pts

Exercice 3 — Différence de racines cubiques Démontrer 5 pts

On considère la fonction 𝑔 définie sur [0, 1] par : 𝑔(𝑥) = 3√1 − 𝑥 − 3√𝑥.
1. Montrer qu’il existe au moins un réel 𝑐 ∈ ]0, 1[ tel que 3√1 − 𝑐 = 3√𝑐 + 𝑐3. 1 pt

2. Montrer que 𝑔 réalise une bijection de [0, 1] sur un intervalle 𝐽 à déterminer. 1,5 pt

3. Vérifier que 𝑔(1 − 𝑥) = −𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ [0, 1], puis en déduire que (∀𝑥 ∈ 𝐽) 𝑔−1(−𝑥) =
1 − 𝑔−1(𝑥). 1 pt

4. Calculer 𝑔−1(0), puis lim
𝑥→0

𝑔−1(𝑥) − 1
2

𝑥 . 1,5 pt

Sous-total : 5 pts

Exercice 4 — Une distance moyenne égale à un demi Démontrer 4 pts

Soit 𝑛 un entier naturel supérieur ou égal à 2, et 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 des réels de l’intervalle [0, 1]. On

considère la fonction ℎ définie sur [0, 1] par : ℎ(𝑡) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

|𝑡 − 𝑎𝑘| − 1
2 .

1. Justifier que ℎ est continue sur [0, 1]. 1 pt

2. Montrer que ℎ(0) + ℎ(1) = 0. 1,5 pt

3. En déduire que : (∃𝛼 ∈ [0, 1]) 1
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

|𝛼 − 𝑎𝑘| = 1
2 . 1,5 pt

Sous-total : 4 pts

— Fin du sujet — Bon courage ! —
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