
Maths Elites
2e Bac Sciences Mathématiques

Devoir surveillé n° 3
Continuité · Bijection · Fonction Arctan · Difficulté : 2 — Approfondissement

Durée
2 h

Auteur
R. Abed — Agrégé de Mathématiques

Année scolaire
2026 / 2027

Barème
20 points

Nom et prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Classe : . . . . . . . . . . . . Note : . . . . . . . / 20

Consignes aux candidats
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Exercice 1 — Valeurs intermédiaires et limites Calculer 4 pts

1. Soit 𝑓 une fonction continue sur l’intervalle [1, 2]. Montrer que :

(∃𝑐 ∈ ]1, 2[) 𝑓(𝑐) = 1
𝑐 − 2 + sin 𝑐

𝑐 − 1.

(On pourra introduire ℎ(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) − (𝑥 − 2) sin𝑥.) 1,5 pt

2. Calculer lim
𝑥→1

3√𝑥2 + 7 − 4√𝑥 + 15
𝑥 − 1 . 1,25 pt

3. Calculer lim
𝑥→−∞

3√𝑥2 − 𝑥 − 1 − 3√1 − 𝑥
1 − 4√1 + 𝑥2 . 1,25 pt

Sous-total : 4 pts

Exercice 2 — Bijection et point fixe Raisonner 4 pts

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) = Arctan(3𝑥) + 2𝑥 − 1.
1. Montrer que 𝑓 est une bijection de ℝ vers ℝ. 1,5 pt

2. Montrer que l’équation 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 admet une unique solution 𝛼 ∈ ℝ et que 0 < 𝛼 < 1
3 . 1,5 pt

3. Montrer que 𝛼 = 1 − Arctan(3𝛼), puis en déduire que 1 − 𝜋
4 < 𝛼 < 1

3 . 1 pt

Sous-total : 4 pts
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Exercice 3 — Formule d’addition de la fonction Arctan Démontrer 6 pts

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎𝑏 < 1. On pose 𝛼 = Arctan 𝑎 et 𝛽 = Arctan 𝑏.
1. a) Montrer que cos(𝛼 + 𝛽) = cos𝛼 cos𝛽 (1 − 𝑎𝑏). 1 pt

b) En déduire que −𝜋
2 < 𝛼 + 𝛽 < 𝜋

2 . 1 pt

2. Montrer que Arctan 𝑎 + Arctan 𝑏 = Arctan( 𝑎 + 𝑏
1 − 𝑎𝑏). 1,5 pt

3. Applications.

a) Calculer Arctan 2 + Arctan 5 + Arctan 8. 1,25 pt

b) Calculer lim
𝑥→+∞

𝑥(Arctan( 𝑥
1 − 𝑥) + 𝜋

4 ). 1,25 pt

Sous-total : 6 pts

Exercice 4 — Une fonction impaire et sa réciproque Démontrer 6 pts

On considère la fonction 𝑓 , impaire, définie sur ℝ et telle que :

(∀𝑥 ∈ ℝ+) 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3 3√𝑥2 + 3 3√𝑥.

1. Calculer lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) puis lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥). 0,5 pt

2. Vérifier que (∀𝑥 ∈ ℝ+) 𝑓(𝑥) = ( 3√𝑥 − 1)3 + 1, puis étudier la continuité de 𝑓 sur ℝ. 1 pt

3. Montrer que 𝑓 est strictement croissante sur ℝ+ et en déduire sa monotonie sur ℝ−. 1 pt

4. Montrer que 𝑓 est une bijection de ℝ vers un intervalle 𝐽 que l’on déterminera. 1 pt

5. a) Montrer que 𝑓−1 est impaire. 1 pt

b) Déterminer 𝑓−1(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ℝ+ (on distinguera les cas 0 ⩽ 𝑥 < 1 et 𝑥 ⩾ 1). 1,5 pt

Sous-total : 6 pts

— Fin du sujet — Bon courage ! —
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