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Exercice 1 -- Équations polynomiales et dichotomie★★ Classique [ 4 pts ]

A. On considère la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥 − 13.
1. Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une unique solution 𝛼 dans ℝ. 1 pt

2. À l’aide de la méthode de dichotomie, donner une valeur approchée de 𝛼 à 10−1

près. 1 pt

B. On considère dans ℝ l’équation 𝑥3 + 3𝑥 − 4 = 0 (𝐸).
1. Montrer que l’équation (𝐸) admet une unique solution dans ℝ. 1 pt

2. On pose 𝛼 = 3√√
5 + 2 − 3√√

5 − 2.
Établir que 𝛼 est solution de (𝐸), puis en déduire que 3√√

5 + 2 − 3√√
5 − 2 = 1.

1 pt

Sous-total : 4 pts
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Exercice 2 -- Calcul de limites★★★ SM [ 6 pts ]

Soit 𝑛 ∈ ℕ avec 𝑛 ≥ 2. Calculer les limites suivantes.

1. lim
𝑥→−1

𝑥2025 + 1
𝑥17 + 1 0,5 pt

2. lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)𝑛 − 1 − 𝑛𝑥
𝑥2 0,5 pt

3. lim
𝑥→+∞

( 3√𝑥3 − 𝑥 − 𝑥 − 1) 0,5 pt

4. lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 2 + 3√𝑥2 − 𝑥 + 2) 0,5 pt

5. lim
𝑥→+∞

(−𝑥+1+ 3√𝑥3 + 𝑥2 + 1) 0,5 pt

6. lim
𝑥→+∞

5√𝑥 + 1 − 5√𝑥
4√𝑥 + 1 − 4√𝑥

20√𝑥 0,75 pt

7. lim
𝑥→0

3√1 − 3𝑥 − 1 + 𝑥
𝑥2 0,5 pt

8. lim
𝑥→2

𝑥 −
√

𝑥 − 1 3√3𝑥 + 2
𝑥 − 2 0,75 pt

9. lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 arctan(2𝑥 + 1) −
𝜋
2 𝑥) 0,75 pt

10. lim
𝑥→0+

1
3√𝑥 arctan(

√𝑥
𝑥 + 1) 0,75 pt

Sous-total : 6 pts

Exercice 3 -- Autour de la fonction Arctangente★★★ SM [ 5 pts ]

1. Une identité fondamentale.

a) Montrer que ∀𝑥 > 0, arctan𝑥 + arctan( 1
𝑥) = 𝜋

2 . 0,5 pt

b) Montrer que ∀𝑥 < 0, arctan𝑥 + arctan( 1
𝑥) = −𝜋

2 . 0,5 pt

2. Simplifier, pour 𝑥 ≠ 0, l’expression 𝑔(𝑥) = arctan(
√

1 + 𝑥2 − 1
𝑥 ). 1 pt

3. Formule de Machin.

a) Calculer tan(4 arctan 1
5). 0,5 pt

b) Soient 𝑥, 𝑦 deux réels tels que 0 < 𝑥 < 𝑦. Montrer que arctan 𝑥
𝑦 +

arctan 𝑦 − 𝑥
𝑦 + 𝑥 = 𝜋

4 . 0,75 pt

c) En déduire que 4 arctan 1
5 − arctan 1

239 = 𝜋
4 . 0,75 pt

4. Deux valeurs remarquables.

a) Montrer que ∀𝑥 > 0, arctan(√1 + 𝑥2 − 𝑥) = 𝜋
4 − 1

2 arctan𝑥. 0,5 pt

b) En déduire les valeurs exactes de tan 𝜋
12 et tan 𝜋

8 . 0,5 pt

Sous-total : 5 pts
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Problème -- Une fonction définie par morceaux[ 5 pts ]

Objectif

Soit 𝑛 ∈ ℕ avec 𝑛 ≥ 2. On étudie la fonction 𝑓 définie sur 𝐼 = [0; +∞[ par

𝑓(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

arctan(1 − 𝑛√𝑥
1 + 𝑛√𝑥) , 𝑥 ∈ [0; 1],

3√𝑥2 − 𝑥 − 𝑥 + 1, 𝑥 > 1.

1. Montrer que la fonction 𝑓 est continue en 1. 0,5 pt

2. Calculer lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) et lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)
𝑥 − 1 . 0,75 pt

3. Montrer que (∀𝑥 ∈ [0; 1]) (∃! 𝛼 ∈ [0; 𝜋
4 ]) ∶ ( tan𝛼)𝑛 = 𝑥. 0,5 pt

4. En déduire que (∀𝑥 ∈ [0; 1]) ∶ 𝑓(𝑥) = 𝜋
4 − arctan( 𝑛√𝑥). 0,5 pt

5. Soit ℎ la restriction de 𝑓 à l’intervalle [0; 1].
a) Montrer que ℎ admet une fonction réciproque définie sur un intervalle 𝐽

que l’on déterminera. 0,5 pt

b) Déterminer ℎ−1(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝐽 . 0,5 pt

6. Calculer lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 et montrer que lim

𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1 = − 1

2𝑛 . 0,75 pt

7. Montrer que (∀𝑥 < 0) ∶ arctan𝑥 + arctan 1
𝑥 = −𝜋

2 , puis en déduire

lim
𝑥→+∞

𝑥(2 arctan(1 − 𝑛√𝑥) + 𝜋). 1 pt

Sous-total : 5 pts

Fin de l'énoncé • Bon courage • Collection Maths Elites
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