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Ce fascicule rassemble des problemes de synthése et des exercices classiques d’algébre linéaire
au programme de la classe de MPSI. Les quatre problémes centraux (décomposition des noyaux,
endomorphismes vérifiant fo f = —id, endomorphismes cycliques, trace d"une matrice) constituent
des fils conducteurs riches, qui font travailler en profondeur les notions de sous-espaces stables,
de polynémes d’endomorphismes, de dualité et de rang.

IIs sont complétés par un recueil d’exercices classiques et incontournables, chacun accompagné
d"une indication ou d"un corrigé. Le but est double : consolider les automatismes du cours et préparer
le passage vers les problemes de concours.

Chaque énoncé est signalé par un niveau de difficulté (de * a *#ok k) et une étiquette
d’origine. Les encadrés Méthode, Astuce et Piege a éviter condensent les réflexes attendus le
jour du concours.




I\Iathslflil““(‘s

PREMIERE PARTIE

Problemes
d’algebre lineaire

Déecomposition des noyaux, structures complexes reelles,

endomorphismes cycliques et trace d’une matrice —
quatre problémes de synthése au programme de Sup.
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Probleme 1. Décomposition des noyaux

Rappel de cours

Pour P = ag +a; X + -+ a,X? € K[X] et f € L(E), onnote P(f) = apidg +a,f + - +a,f?,
avec f0 = idy et f* = fo--of. Le lemme de décomposition des noyaux affirme que si
k fois

P = P, - P, avec les P, deux & deux premiers entre eux, alors Ker(P(f)) = @,_, Ker(P;(f)).

Exercice 1 — Décomposition des noyaux

Soient n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension n, f € £(E) et P,(Q € K[X].
1. Montrer que (P + Q)(f) = P(f) + Q(f) et (P - Q)(f) = P(f)  Q(f) = Q(f) o P(f).

2. Montrer que si P divise Q, alors
Ker(P(f)) C Ker(Q(f)) et Im(Q(f)) CIm(P(f)).
3. Montrer que si D = pged(P, Q), alors
Ker(D(f)) = Ker(P(f)) NKer(Q(f)) et Im(D(f))=Im(P(f))+Im(Q(f)).

4. Montrer que si pged(P,Q) =1let (P-Q)(f) =0, alors E = Ker(P(f)) ® Ker(Q(f)).
Applications.
5.a. Soit f € £(F) tel que f% + 3f + 2idg = 0. Montrer qu’il existe deux sous-espaces
supplémentaires F' et G de E tels que fir=— idp et fie=-2 idg.
5.b. Projecteur. Soit p un projecteur de £. Montrer que E = Ker(p) ® Ker(p —idy).

5.c. Symétrie. Soit s une symétrie de E. Montrer que E = Ker(s —idy) & Ker(s +idp).

Astuce — Le point-clé de Bézout

Pour la question 4, comme pgcd(P, Q) = 1, le théoréeme de Bézout fournit U,V € K[X] tels
que UP+VQ =1,douU(f)eP(f)+V(f)oQ(f) = idg. Cette identité donne a la fois 1'analyse
(décomposition d'un vecteur) et la directité de la somme.

Probléme 2. Endomorphismes vérifiant f o f = —id

Exercice 2 — Structure complexe réelle

" Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe f € £(F) tel que
f ° f = - idE-
1. Soit u # 0. Démontrer que la famille (u, f(u)) est libre.

2. Onnote F,, = Vect(u, f(u)). Démontrer que F,, est le plus petit sous-espace vectoriel de
E contenant u et stable par f.

3. Soit v € F,, tel que v # 0. Démontrer que F, = F,.

4. Soit G un sous-espace de E stable par f et ne contenant pas u. Démontrer que GNF,, = {0}
et que G @ F), est stable par f.
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5. En déduire qu'il existe des vecteurs uy, ..., u, telsque E = F,, @& - @& F, . Que peut-on
dire de dim E'?

6. Réciproque. Soit dim E' = 2n et (eq, €], ..., ¢,,, €,,) une base de E. Construire f € £(FE) tel
que fo f=—idg.

7. Soitg € £(E) tel que gog = —id ;. Démontrer qu’il existe h € GL(E) tel que g = ho foh™.

Remarque

Un tel f munit £ d’une structure de C-espace vectoriel en posant (a + ib) - * = ax +
b f(z). La dimension réelle est alors nécessairement paire, égale a 2dim¢ E. C’est la version
«géométrique » de l'impossibilité de X? + 1 d’avoir une racine réelle.

Exercice 3—Uncousin: f2 + f +id; =0

| Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu'il existe f € £(F) tel que
2+ f +idy = 0. Montrer que dim E est paire.

Astuce — Regrouper par plans stables

Le polyndme X? + X + 1 est irréductible sur R. Pour u # 0, la famille (u, f(u)) est libre et
Vect(u, f(u)) est un plan stable; on décompose E en somme directe de tels plans, exactement
comme au probléme précédent.

Probléeme 3. Endomorphismes cycliques

Définition — Endomorphisme cyclique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E).

e festdit cyclique s'il existe a € E tel que la famille (f*(a))

o engendre E'; a est alors dit
associé a f.

k

e Le commutantde festC(f)={g€ L(E)/ fog=gof}.
e Onpose P(f) = {agidg +a, f + -+ a,f* / k€N, a; € K} = K[f].

.

1. Partie | — Commutant d’un endomorphisme cyclique

1. Montrer que C(f) est une sous-algebre de £(E).
2.a. Justifier I'existence d’un entier p maximal tel que F, = (a, f(a), ..., f?~*(a)) soit libre.

2b. On suppose f cyclique de vecteur associé a. Montrer que &, est une base de E. Que vaut
p?

2. Soit g € C(f). Montrer qu'il existe o), ...,,,_; € Ktels que g = ayidg+af + - +
anflfn_l'

3. En déduire que C(f) = P(f).
4. Montrer que (idg, f, ..., f*!) est une base de €(f).

2. Partie Il — Deux opérateurs cycliques sur K, [X]

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed 4
© 2026 — Tous droits réservés



- Maths Elites Problémes de synthése

Soit a € K*. On consideére les deux endomorphismes de K,,[X] :
A:P+s P(X+a)—P(X), D:P+sP.

1.a. Montrer que si P € K,,[X] n’est pas constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.
1.b. En déduire que A est cyclique.
1.c. Montrer que D € P(A).

2. Montrer que D est cyclique.

3. Montrer que C(A) = P(D).

3. Partie lll — Prolongement a K[.X]|

On considere A et D prolongés a K[X]. Soit ¢ € C(A).
. Soit P € K[X]. Démontrer que P € K, [X] < A" (P)=0.

. En déduire que les sous-espaces K,,[X] sont stables par (.

4

1
2
3. Démontrer que VP € K[X], o(P") = (p(P)) .
4. Conclure quant a .

5. A-t-on P(A) = P(D)? On pourra considérer le polynome

X(X —a)(X —2a)(X—(n—1)a)

n!a™

Probléeme 4. Trace d’une matrice

Rappel de cours

Pour A = (a; ;) € M, (K), la trace est tr(A) = Zzzl ay, - On rappelle les deux propriétés
fondamentales : tr est linéaire et tr(AB) = tr(BA); par conséquent, deux matrices semblables
ont méme trace. On note (E; ;);; j<, la base canonique de M, (K).

4. Partie | — Trace, forme linéaire et produit scalaire

| Soitn > 2; K désigne R ou C. Deux matrices M, M’ sont semblables s'il existe P € GL,,(K)
telle que M’ = P~'MP.

1. Montrer que tr est une forme linéaire sur M, (K).
2. Montrer que tr(AB) = tr(BA). En déduire que tr(P~' M P) = tr(M) pour P € GL,,(K).

3. On prend K = R. On pose ¢(A4, B) = tr(*A B). Montrer que ¢ est un produit scalaire sur
M, (R).

4.a. Application 1. Soient A € GL,(R) et B € M 4(R) vérifiant

1 1
AB = 0 , BA = . , T >y,
-1 1 —4 y
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Déterminer z et y. En considérant ABA, trouver A et B.

4.b. Application 2. Soit f € £(K") et M sa matrice dans une base . Montrer que tr(M) ne
dépend pas de B : on définit alors tr(f).

4.c. Application 3. Soit p un projecteur de R". Montrer que tr(p) = rg(p). Deux projecteurs
p, ¢ étant donnés, p + v/2 g est-il un projecteur?

Astuce — Trace d’un projecteur .

Dans une base adaptée a R” = Imp & Ker p, la matrice de p est diagonale, formée de rg(p)
coefficients 1 et de n — rg(p) coefficients 0. D’'out tr(p) = rg(p) : la trace d’un projecteur est
toujours un entier, égal a son rang.

5. Partie Il — Trace et formes linéaires

On rappelle E; ; = (0; ;0 ;)1 ;, ot § est le symbole de Kronecker.
Pour (i,7) € [1,n]?, que vaut tr(E, ;)?

1.

2. Pour (i, j, k,1) € [1,n]*, établir E; ;E, ; = 6, . E; ;.
3. Pour A = (a; ;) € M, (K), calculer tr(A E; ;).
4.

Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K). Montrer qu'il existe une unique matrice A € M, (K)
telle que VM € M, (K), (M) = tr(AM).

6. Partie Ill — Tout hyperplan de /( , (K) rencontre GL,, (K)

Soit H un hyperplan de M, (K).
1. Montrer qu'il existe A € M, (K) non nulle telle que H = {M € M ,(K) / tr(AM) = 0}.
Pour r € [1,n], on pose J, = Z;;:l E; et

0 « - 0 1
1 - 0
J=10 -~ -~ : :| (matriceducycle).
~ 0
0 0 10

2.a. Montrer que J € GL,,(K).
2.b. Calculer tr(J,J).
2.c. Endéduire tr((UJ,V)(V-1JU)) pour (U, V) € GL,, (K)?.

3.a. Soit A € M, (K) de rang r. Montrer que A est équivalente a J, : il existe U,V € GL,,(K)
tellesque A =UJ,V.

3.b. Conclure : tout hyperplan de M, (K) contient une matrice inversible.

w

7. Partie IV — Caractérisation de la trace
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Soit 1) une forme linéaire sur M, (K) telle que
VM,N €M (K),  $(MN)=y(NM).

Montrer qu’il existe A € K tel que ) = A - tr.

Astuce — Tester sur les I, ;

Appliquer 'hypothese a M = E, ; et N = Ej ; montre que ¥(E; ;) = 0 pour i # j et que
Y(E; ;) ne dépend pas de i. La forme 1 est donc proportionnelle a la trace : A = ¥(E ;).

8. Partie V — Matrices de trace nulle

On note D,, 'ensemble des matrices diagonales et 2,, 'ensemble des matrices de M, (K) a
diagonale nulle.

1. Montrer que D, et §2,, sont supplémentaires dans M, (K).

2.a. Lemme. Soit h € £(E) tel que pour tout « € E, la famille (z, h(z)) soit liée. Montrer que
h est une homothétie.

2b. Soit M € M,(K), f I'endomorphisme canoniquement associé. Si f n’est pas une
homothétie, montrer qu’il existe un vecteur z tel que (z, f(x)) soit libre, puis que M est
semblable & une matrice dont la premiére colonne est (0, 1,0, ..., 0).

2.c. Endéduire que toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice a diagonale nulle.
3. Soit D = diag(1,2,...,n) et ¥ : M, (K) — M, (K), M + DM — MD.

3.a. Montrer que V est linéaire et calculer ¥(E, ;).

3.b. Montrer que Im(¥) D Q,, et Ker(¥) D D,,.

3.c. En déduire Im(¥) =Q,, et Ker(¥V) = D,,.

4. Montrer que toute P € (2, s’écrit P = AB— BA. Etendre le résultat aux matrices de trace
nulle et conclure.

Le résultat final est un théoreme classique : une matrice est un commutateur AB — BA si et

seulement si sa trace est nulle. La condition tr = 0 est évidemment nécessaire puisque tr(AB —
BA) = 0; toute la difficulté est la réciproque, obtenue via la réduction a diagonale nulle.

\
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DEUXIEME PARTIE

Exercices
classiques MPSI

Projecteurs et symétries, rang et formule du rang, commutant
et polynémes d’endomorphismes, nilpotence — douze
exercices incontournables, avec indications et corriges.
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A. Projecteurs, symétries, sommes directes

Exercice 1 — Somme de deux projecteurs

Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E (avec 1 + 1 # 0 dans K).
1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulementsipo g =gqgop =0.

2. Dans ce cas, montrer que Im(p + ¢) = Imp @& Im ¢ et Ker(p + ¢) = Kerp N Ker g.

Correction

1. (p+q)? =p*> +pq+qp+q*> = p+q+ (pg+ gqp). Donc p + g est un projecteur ssi pg + gp = 0.
Supposons cette égalité. En multipliant a gauche par p : pg+pgp = 0; a droite par p : pgp+qp =
0. Par différence pq — qp = 0, donc pqg = qp; combiné a pqg + gp = 0 et 1 + 1 # 0, on obtient
pq = qp = 0. La réciproque est immédiate.

2. Comme pg = gp = 0:pour z € Imp, g(z) = ¢(p(z’)) = 0 donc Imp C Kerg, et de
méme Img C Kerp; d'ott Imp NImq = {0}. Enfin (p + ¢)(z) = p(x) + q(x) € Imp + Imgq
et (p + @)lmp = id, (p + @)|1m, = id, ce qui donne Im(p + ¢) = Imp @ Im g. Pour le noyau,
z € Ker(p + ¢) donne p(z) = —¢q(z); en appliquant p : p(x) = —pg(z) = 0, puis ¢(z) = 0; la
réciproque est claire.

Exercice 2 — Caractérisation des symétries

Soit s € £(E). Montrer que s est une symétrie (c.-a-d. s> = idy) si et seulement si p =
5(id g +s) est un projecteur, et exprimer alors Ker(s — id ;) et Ker(s +id ) a I'aide de p.

Astuce — Le pont projecteur <> symétrie

p?=p < s> =idg etlonalmp = Ker(s — idy), Kerp = Ker(s + idy). Toute symétrie
s’écrit s = 2p — idy : symétries et projecteurs sont «la méme chose » a un changement affine
pres. C’est le réflexe pour ramener une symétrie a un projecteur.

/L
27

Exercice 3 — Une somme directe de noyaux

Soit F de dimension finie et f € £(F) tel que f2 = f. Montrer que

E=Kerf & Ker(f —idg) @ Ker(f +idp).

Correction S

Ona f3— f = f(f —idg)(f + idg) = 0, et les polyndomes X, X — 1, X + 1 sont deux a deux
premiers entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux (Probléeme 1) donne directement
la somme directe annoncée, puisque Ker(f(f—id)(f+id)) = Ker(0 ) = E. Concrétement,

=L :pourtoutz,z = (id—f?)z+ @x + @x, les trois termes appartenant respectivement
aux trois noyaux.

B. Rang, noyau, image

Exercice 4 — Sous-additivité du rang

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed 9
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Soient u,v € L(E, F) avec E, F' de dimension finie. Montrer que

rgu —rgv| < rg(u+v) < rgu+rgo.

Correction

Pour la majoration de droite : Im(u + v) C Imu + Im v, donc rg(u + v) < dim(Imu + Imv) <
rg u+rgv. Pour la minoration, on applique ce résultata u = (u+v) + (—v) :rgu < rg(u+v) +
rgv, d'ourgu—rgv < rg(u+v); par symétrie en échangeant les roles, on obtient | rg u—rg v| <
rg(u + v).

Exercice 5 — Rang d’'une composée (Sylvester) A

Soientu € L(E, F)etv e £(F,G) avec E, F, G de dimension finie.
1. Montrer que rg(v o u) < min(rgu,rgv).

2. Etablir I'inégalité de Sylvester : rgu + rgv — dim F' < rg(v o u).

Astuce — Restreindre v a I'image de u

Poser w = v|qy,, : Imu — G. Alors Im(veu) = Imw, doncrg(vou) = rg u—dim(Ker v N Imu)
par la formule du rang appliquée a w. On conclut avec dim(Kerv N Imu) < dimKerv =
dim F' —rgv.

Exercice 6 — Noyau et image en somme directe

Soit £ de dimension finie et f € £(FE). Montrer 1'équivalence
E=Kerf®Imf <+ Kerf=Kerf>.

Donner un exemple o1 la somme Ker f 4 Im f n’est pas directe.

u

Correction

La formule du rang donne toujours dim Ker f +dim Im f = dim F; la somme est donc directe
ssiKer f NImf = {0}.Orsiy € Ker fNImf, alors y = f(z) et f(y) = f*(x) = 0, donc
x € Ker f2. Ainsi Ker f NIm f = {0} <= Ker f2 C Kerf <= Ker f = Ker f? (I'inclusion
Ker f C Ker f? étant toujours vraie).

Contre-exemple. Sur K2, f(z,y) = (y,0) vérifie f2 = 0, donc Ker f = Im f = Vect(e,) et la
somme n’est pas directe.

&

C. Commutant, polyndmes, nilpotence

Exercice 7 — Centre de £(F)

Soit E de dimension finie > 1. Montrer que les endomorphismes f € £(E) qui commutent
avec tout endomorphisme de E sont exactement les homothéties A id ;.
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Correction

Une homothétie commute clairement avec tout. Réciproquement, soit f commutant avec tout
g € L(F). Fixons x # 0; sl existait « tel que (z, f(z)) soit libre, on compléterait en une base
et on construirait g tel que g(z) = z, g(f(z)) = 0, contredisant f(g(z)) = g(f(x)). Donc pour
tout z, (z, f(x)) est liée : f(x) = A z. Un argument classique (prendre z,y et  + y) montre
que A, ne dépend pas de z, d’ot1 f = X idg.

Exercice 8 — Commutant d’une matrice diagonale

Soit D = diag(Ay, ..., A,) € M, (K) a coefficients diagonaux deux d deux distincts. Déterminer
le commutant €(D) = {M € M, (K) / MD = DM} et sa dimension.

Correction

En notant M = (m, ;), la relation MD = DM s’écrit \;m, ; = A\;m, ; pour tous i, j, soit
(A; —A;)m; ; = 0. Comme les \; sont distincts, m; ; = 0 des que i # j. Le commutant est donc
I’ensemble des matrices diagonales : C(D) = D, , de dimension n.

n

-

Exercice 9 — Endomorphisme nilpotent

Soit £ de dimension n et f € £(FE) nilpotent, c.-a-d. il existe p tel que f? = 0.
1. Montrer que si f # 0, la suite (Ker f ’“)k est strictement croissante tant qu’elle n’est pas
stationnaire.

2. En déduire que f” = 0.

3. Montrer qu'il existe z € E tel que (z, f(x), ..., f*!(x)) soit une base de F si et seulement

si frml £ 0.

\

Astuce — Suite d’inclusions strictes

Tant que Ker f* C Ker f*1, la dimension croit d’au moins 1; comme elle est majorée par n,
I'indice de nilpotence est < n, d’ou f* = 0. C’est ’archétype de I'argument «suite strictement
croissante bornée de sous-espaces ».

Exercice 10 — Trace d’un endomorphisme nilpotent

Soit f € £(F) nilpotent, E' de dimension finie. Montrer que tr(f) = 0, et plus généralement
tr(f*) = 0 pour tout k > 1.

Astuce — Trigonaliser au-dessus

Dans une base adaptée au drapeau {0} C Ker f C Ker f? C -+, la matrice de f est triangulaire
supérieure stricte : sa diagonale est nulle, donc tr(f) = 0. La puissance f* reste nilpotente,
d’ou tr(f*) = 0.

Exercice 11 — Puissances et suite de Fibonacci AOA

1 1
On pose A = (1 0) et I'on considere la suite de Fibonacci Fy = 0, I} = 1, F, ; =

Fn + anl'
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed 11
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F F

n n—1

F F
1. Montrer que A™ = ( el " ) pour toutn > 1.

2. En déduire l'identité F,, | F, , — F? = (—1)™.

Correction

1. Récurrence : vraipourn = 1,et A" = A-A™ donne, par la régle de récurrence de Fibonacci,
la matrice annoncée au rang n + 1.

2. En prenant le déterminant : det(A") = (det A)" = (—1)", tandis que det A" = F,, | F, | —
F2. D’ou I'identité de Cassini.

Exercice 12 — Inversibilité de id — f pour f nilpotent

Soit f € £(E) nilpotent d’indice p (c.-a-d. fP =0, fP~1 £0).
1. Montrer que id; — f est inversible et expliciter son inverse.

2. Plus généralement, montrer que pour tout A € K*, Aid — f est inversible.

Correction

1. Comme f? = 0, la somme télescopique (id; —f)(idg +f + -+ fP!) = idp —fP =idy, et
de méme dans l’autre ordre (car f commute avec ses puissances). Donc id 5 — f est inversible
d’inverse Y71 f*.

2.0nécrit A\id, —f = A(idg —1 f), et 5 f est encore nilpotent : on applique la question 1. D’'ott
(Nidp =)™ = 357 AR
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