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Avant-propos

Ce fascicule rassemble des problèmes de synthèse et des exercices classiques d’algèbre linéaire
au programme de la classe deMPSI. Les quatre problèmes centraux (décomposition des noyaux,
endomorphismes vérifiant 𝑓∘𝑓 = − id, endomorphismes cycliques, trace d’unematrice) constituent
des fils conducteurs riches, qui font travailler en profondeur les notions de sous-espaces stables,
de polynômes d’endomorphismes, de dualité et de rang.
Ils sont complétés par un recueil d’exercices classiques et incontournables, chacun accompagné
d’une indication oud’un corrigé. Le but est double : consolider les automatismesdu cours et préparer
le passage vers les problèmes de concours.

À retenir
Chaque énoncé est signalé par un niveau de difficulté (de HIII à HHHH) et une étiquette
d’origine. Les encadrésMéthode,Astuce et Piège à éviter condensent les réflexes attendus le
jour du concours.
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PREMIÈRE PARTIE

Problèmes
d’algèbre linéaire

Décomposition des noyaux, structures complexes réelles,
endomorphismes cycliques et trace d’une matrice —

quatre problèmes de synthèse au programme de Sup.



Maths Elites Problèmes de synthèse

Problème 1. Décomposition des noyaux

Rappel de cours

Pour 𝑃 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + ⋯ + 𝑎𝑝𝑋𝑝 ∈ 𝕂[𝑋] et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸), on note 𝑃(𝑓) = 𝑎0 id𝐸 +𝑎1𝑓 + ⋯ + 𝑎𝑝𝑓𝑝,
avec 𝑓0 = id𝐸 et 𝑓𝑘 = 𝑓 ∘ ⋯ ∘ 𝑓⏟

𝑘 fois

. Le lemme de décomposition des noyaux affirme que si

𝑃 = 𝑃1 ⋯ 𝑃𝑟 avec les 𝑃𝑖 deux à deux premiers entre eux, alors Ker(𝑃 (𝑓)) = ⨁𝑟
𝑖=1 Ker(𝑃𝑖(𝑓)).

Exercice 1 — Décomposition des noyaux HHHI Fondamental

Soient 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension 𝑛, 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) et 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝕂[𝑋].
1. Montrer que (𝑃 + 𝑄)(𝑓) = 𝑃 (𝑓) + 𝑄(𝑓) et (𝑃 ⋅ 𝑄)(𝑓) = 𝑃(𝑓) ∘ 𝑄(𝑓) = 𝑄(𝑓) ∘ 𝑃 (𝑓).
2. Montrer que si 𝑃 divise 𝑄, alors

Ker(𝑃 (𝑓)) ⊂ Ker(𝑄(𝑓)) et Im(𝑄(𝑓)) ⊂ Im(𝑃 (𝑓)).

3. Montrer que si 𝐷 = pgcd(𝑃 , 𝑄), alors

Ker(𝐷(𝑓)) = Ker(𝑃 (𝑓)) ∩ Ker(𝑄(𝑓)) et Im(𝐷(𝑓)) = Im(𝑃 (𝑓)) + Im(𝑄(𝑓)).

4. Montrer que si pgcd(𝑃 , 𝑄) = 1 et (𝑃 ⋅ 𝑄)(𝑓) = 0, alors 𝐸 = Ker(𝑃 (𝑓)) ⊕ Ker(𝑄(𝑓)).
Applications.
5.a. Soit 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) tel que 𝑓2 + 3𝑓 + 2 id𝐸 = 0. Montrer qu’il existe deux sous-espaces

supplémentaires 𝐹 et 𝐺 de 𝐸 tels que 𝑓|𝐹 = − id𝐹 et 𝑓|𝐺 = −2 id𝐺.

5.b. Projecteur. Soit 𝑝 un projecteur de 𝐸. Montrer que 𝐸 = Ker(𝑝) ⊕ Ker(𝑝 − id𝐸).
5.c. Symétrie. Soit 𝑠 une symétrie de 𝐸. Montrer que 𝐸 = Ker(𝑠 − id𝐸) ⊕ Ker(𝑠 + id𝐸).

Astuce — Le point-clé de Bézout

Pour la question 4, comme pgcd(𝑃 , 𝑄) = 1, le théorème de Bézout fournit 𝑈, 𝑉 ∈ 𝕂[𝑋] tels
que 𝑈𝑃 +𝑉 𝑄 = 1, d’où 𝑈(𝑓)∘𝑃 (𝑓)+𝑉 (𝑓)∘𝑄(𝑓) = id𝐸. Cette identité donne à la fois l’analyse
(décomposition d’un vecteur) et la directité de la somme.

Problème 2. Endomorphismes vérifiant 𝑓 ∘ 𝑓 = − id𝐸

Exercice 2 — Structure complexe réelle HHHI Classique

Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) tel que
𝑓 ∘ 𝑓 = − id𝐸.
1. Soit 𝑢 ≠ 0. Démontrer que la famille (𝑢, 𝑓(𝑢)) est libre.

2. On note 𝐹𝑢 = Vect(𝑢, 𝑓(𝑢)). Démontrer que 𝐹𝑢 est le plus petit sous-espace vectoriel de
𝐸 contenant 𝑢 et stable par 𝑓 .

3. Soit 𝑣 ∈ 𝐹𝑢 tel que 𝑣 ≠ 0. Démontrer que 𝐹𝑣 = 𝐹𝑢.

4. Soit𝐺un sous-espace de𝐸 stable par 𝑓 et ne contenant pas𝑢. Démontrer que𝐺∩𝐹𝑢 = {0}
et que 𝐺 ⊕ 𝐹𝑢 est stable par 𝑓 .
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Maths Elites Problèmes de synthèse

5. En déduire qu’il existe des vecteurs 𝑢1, … , 𝑢𝑛 tels que 𝐸 = 𝐹𝑢1
⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑢𝑛

. Que peut-on
dire de dim𝐸 ?

6. Réciproque. Soit dim𝐸 = 2𝑛 et (𝑒1, 𝑒′
1, … , 𝑒𝑛, 𝑒′

𝑛) une base de 𝐸. Construire 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) tel
que 𝑓 ∘ 𝑓 = − id𝐸.

7. Soit 𝑔 ∈ ℒ(𝐸) tel que 𝑔∘𝑔 = − id𝐸. Démontrer qu’il existe ℎ ∈ GL(𝐸) tel que 𝑔 = ℎ∘𝑓∘ℎ−1.

Remarque

Un tel 𝑓 munit 𝐸 d’une structure de ℂ-espace vectoriel en posant (𝑎 + 𝑖𝑏) ⋅ 𝑥 = 𝑎 𝑥 +
𝑏 𝑓(𝑥). La dimension réelle est alors nécessairement paire, égale à 2dimℂ 𝐸. C’est la version
«géométrique» de l’impossibilité de 𝑋2 + 1 d’avoir une racine réelle.

Exercice 3 — Un cousin : 𝑓2 + 𝑓 + id𝐸 = 0 HHII Oral

Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) tel que
𝑓2 + 𝑓 + id𝐸 = 0. Montrer que dim𝐸 est paire.

Astuce — Regrouper par plans stables

Le polynôme 𝑋2 + 𝑋 + 1 est irréductible sur ℝ. Pour 𝑢 ≠ 0, la famille (𝑢, 𝑓(𝑢)) est libre et
Vect(𝑢, 𝑓(𝑢)) est un plan stable ; on décompose 𝐸 en somme directe de tels plans, exactement
comme au problème précédent.

Problème 3. Endomorphismes cycliques

Définition — Endomorphisme cyclique

Soit 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸).
• 𝑓 est dit cyclique s’il existe 𝑎 ∈ 𝐸 tel que la famille (𝑓𝑘(𝑎))𝑘∈ℕ engendre 𝐸 ; 𝑎 est alors dit

associé à 𝑓 .
• Le commutant de 𝑓 est 𝒞(𝑓) = {𝑔 ∈ ℒ(𝐸) / 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓}.
• On pose 𝒫(𝑓) = {𝑎0 id𝐸 +𝑎1𝑓 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑓𝑘 / 𝑘 ∈ ℕ, 𝑎𝑖 ∈ 𝕂} = 𝕂[𝑓].

1. Partie I — Commutant d’un endomorphisme cyclique

1. Montrer que 𝒞(𝑓) est une sous-algèbre de ℒ(𝐸).
2.a. Justifier l’existence d’un entier 𝑝 maximal tel que ℱ𝑝 = (𝑎, 𝑓(𝑎), … , 𝑓𝑝−1(𝑎)) soit libre.

2.b. On suppose 𝑓 cyclique de vecteur associé 𝑎. Montrer que ℱ𝑝 est une base de 𝐸. Que vaut
𝑝 ?

2. Soit 𝑔 ∈ 𝒞(𝑓). Montrer qu’il existe 𝛼0, … , 𝛼𝑛−1 ∈ 𝕂 tels que 𝑔 = 𝛼0 id𝐸 +𝛼1𝑓 + ⋯ +
𝛼𝑛−1𝑓𝑛−1.

3. En déduire que 𝒞(𝑓) = 𝒫(𝑓).
4. Montrer que (id𝐸, 𝑓, … , 𝑓𝑛−1) est une base de 𝒞(𝑓).

2. Partie II — Deux opérateurs cycliques sur 𝕂𝑛[𝑋]

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed
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Maths Elites Problèmes de synthèse

Soit 𝑎 ∈ 𝕂∗. On considère les deux endomorphismes de 𝕂𝑛[𝑋] :

Δ ∶ 𝑃 ⟼ 𝑃 (𝑋 + 𝑎) − 𝑃(𝑋), 𝐷 ∶ 𝑃 ⟼ 𝑃 ′.

1.a. Montrer que si 𝑃 ∈ 𝕂𝑛[𝑋] n’est pas constant, alors deg(Δ(𝑃)) = deg(𝑃 ) − 1.
1.b. En déduire que Δ est cyclique.

1.c. Montrer que 𝐷 ∈ 𝒫(Δ).
2. Montrer que 𝐷 est cyclique.

3. Montrer que 𝒞(Δ) = 𝒫(𝐷).

3. Partie III — Prolongement à 𝕂[𝑋]

On considère Δ et 𝐷 prolongés à 𝕂[𝑋]. Soit 𝜑 ∈ 𝒞(Δ).
1. Soit 𝑃 ∈ 𝕂[𝑋]. Démontrer que 𝑃 ∈ 𝕂𝑛[𝑋] ⟺ Δ𝑛+1(𝑃 ) = 0.
2. En déduire que les sous-espaces 𝕂𝑛[𝑋] sont stables par 𝜑.

3. Démontrer que ∀𝑃 ∈ 𝕂[𝑋], 𝜑(𝑃 ′) = (𝜑(𝑃))′.

4. Conclure quant à 𝜑.

5. A-t-on 𝒫(Δ) = 𝒫(𝐷)? On pourra considérer le polynôme

𝑈𝑛(𝑋) = 𝑋(𝑋 − 𝑎)(𝑋 − 2𝑎) ⋯ (𝑋 − (𝑛 − 1)𝑎)
𝑛! 𝑎𝑛 .

Problème 4. Trace d’une matrice

Rappel de cours

Pour 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) ∈ ℳ𝑛(𝕂), la trace est tr(𝐴) = ∑𝑛
𝑘=1 𝑎𝑘,𝑘. On rappelle les deux propriétés

fondamentales : tr est linéaire et tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴) ; par conséquent, deux matrices semblables
ont même trace. On note (𝐸𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 la base canonique de ℳ𝑛(𝕂).

4. Partie I — Trace, forme linéaire et produit scalaire

Soit 𝑛 ≥ 2 ; 𝕂 désigne ℝ ou ℂ. Deux matrices 𝑀, 𝑀 ′ sont semblables s’il existe 𝑃 ∈ GL𝑛(𝕂)
telle que 𝑀 ′ = 𝑃 −1𝑀𝑃 .
1. Montrer que tr est une forme linéaire sur ℳ𝑛(𝕂).
2. Montrer que tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴). En déduire que tr(𝑃 −1𝑀𝑃) = tr(𝑀) pour 𝑃 ∈ GL𝑛(𝕂).
3. On prend 𝕂 = ℝ. On pose 𝜑(𝐴, 𝐵) = tr(t𝐴 𝐵). Montrer que 𝜑 est un produit scalaire sur

ℳ𝑛(ℝ).
4.a. Application 1. Soient 𝐴 ∈ GL2(ℝ) et 𝐵 ∈ ℳ2(ℝ) vérifiant

𝐴𝐵 = ( 1 0
−1 1

) , 𝐵𝐴 = ( 𝑥 1
−4 𝑦

) , 𝑥 > 𝑦.

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed
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Déterminer 𝑥 et 𝑦. En considérant 𝐴𝐵𝐴, trouver 𝐴 et 𝐵.

4.b. Application 2. Soit 𝑓 ∈ ℒ(𝕂𝑛) et 𝑀 sa matrice dans une base ℬ. Montrer que tr(𝑀) ne
dépend pas de ℬ : on définit alors tr(𝑓).

4.c. Application 3. Soit 𝑝 un projecteur de ℝ𝑛. Montrer que tr(𝑝) = rg(𝑝). Deux projecteurs
𝑝, 𝑞 étant donnés, 𝑝 +

√
2 𝑞 est-il un projecteur?

Astuce — Trace d’un projecteur

Dans une base adaptée à ℝ𝑛 = Im 𝑝 ⊕ Ker 𝑝, la matrice de 𝑝 est diagonale, formée de rg(𝑝)
coefficients 1 et de 𝑛 − rg(𝑝) coefficients 0. D’où tr(𝑝) = rg(𝑝) : la trace d’un projecteur est
toujours un entier, égal à son rang.

5. Partie II — Trace et formes linéaires

On rappelle 𝐸𝑖,𝑗 = (𝛿𝑖,𝑘𝛿𝑙,𝑗)𝑘,𝑙, où 𝛿 est le symbole de Kronecker.
1. Pour (𝑖, 𝑗) ∈ [[1, 𝑛]]2, que vaut tr(𝐸𝑖,𝑗)?
2. Pour (𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ [[1, 𝑛]]4, établir 𝐸𝑖,𝑗𝐸𝑘,𝑙 = 𝛿𝑗,𝑘𝐸𝑖,𝑙.

3. Pour 𝐴 = (𝑎𝑘,𝑙) ∈ ℳ𝑛(𝕂), calculer tr(𝐴 𝐸𝑖,𝑗).
4. Soit 𝜓 une forme linéaire sur ℳ𝑛(𝕂). Montrer qu’il existe une uniquematrice 𝐴 ∈ ℳ𝑛(𝕂)

telle que ∀𝑀 ∈ ℳ𝑛(𝕂), 𝜓(𝑀) = tr(𝐴𝑀).

6. Partie III — Tout hyperplan de ℳ𝑛(𝕂) rencontre GL𝑛(𝕂)

Soit 𝐻 un hyperplan de ℳ𝑛(𝕂).
1. Montrer qu’il existe 𝐴 ∈ ℳ𝑛(𝕂) non nulle telle que 𝐻 = {𝑀 ∈ ℳ𝑛(𝕂) / tr(𝐴𝑀) = 0}.
Pour 𝑟 ∈ [[1, 𝑛]], on pose 𝐽𝑟 = ∑𝑟

𝑘=1 𝐸𝑘,𝑘 et

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 ⋯ ⋯ 0 1
1 ⋱ ⋮ 0
0 ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0 ⋮
0 ⋯ 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(matrice du cycle).

2.a. Montrer que 𝐽 ∈ GL𝑛(𝕂).
2.b. Calculer tr(𝐽𝑟𝐽).
2.c. En déduire tr((𝑈𝐽𝑟𝑉 )(𝑉 −1𝐽𝑈−1)) pour (𝑈, 𝑉 ) ∈ GL𝑛(𝕂)2.

3.a. Soit 𝐴 ∈ ℳ𝑛(𝕂) de rang 𝑟. Montrer que 𝐴 est équivalente à 𝐽𝑟 : il existe 𝑈, 𝑉 ∈ GL𝑛(𝕂)
telles que 𝐴 = 𝑈𝐽𝑟𝑉 .

3.b. Conclure : tout hyperplan de ℳ𝑛(𝕂) contient une matrice inversible.

7. Partie IV — Caractérisation de la trace

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Lydex & Lymed
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Soit 𝜓 une forme linéaire sur ℳ𝑛(𝕂) telle que

∀𝑀, 𝑁 ∈ ℳ𝑛(𝕂), 𝜓(𝑀𝑁) = 𝜓(𝑁𝑀).

Montrer qu’il existe 𝜆 ∈ 𝕂 tel que 𝜓 = 𝜆 ⋅ tr.

Astuce — Tester sur les 𝐸𝑖,𝑗

Appliquer l’hypothèse à 𝑀 = 𝐸𝑖,𝑘 et 𝑁 = 𝐸𝑘,𝑗 montre que 𝜓(𝐸𝑖,𝑗) = 0 pour 𝑖 ≠ 𝑗 et que
𝜓(𝐸𝑖,𝑖) ne dépend pas de 𝑖. La forme 𝜓 est donc proportionnelle à la trace : 𝜆 = 𝜓(𝐸1,1).

8. Partie V — Matrices de trace nulle

On note 𝒟𝑛 l’ensemble des matrices diagonales et Ω𝑛 l’ensemble des matrices de ℳ𝑛(𝕂) à
diagonale nulle.
1. Montrer que 𝒟𝑛 et Ω𝑛 sont supplémentaires dans ℳ𝑛(𝕂).

2.a. Lemme. Soit ℎ ∈ ℒ(𝐸) tel que pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, la famille (𝑥, ℎ(𝑥)) soit liée. Montrer que
ℎ est une homothétie.

2.b. Soit 𝑀 ∈ ℳ𝑛(𝕂), 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé. Si 𝑓 n’est pas une
homothétie, montrer qu’il existe un vecteur 𝑥 tel que (𝑥, 𝑓(𝑥)) soit libre, puis que 𝑀 est
semblable à une matrice dont la première colonne est t(0, 1, 0, … , 0).

2.c. En déduire que toutematrice de trace nulle est semblable à unematrice à diagonale nulle.

3. Soit 𝐷 = diag(1, 2, … , 𝑛) et Ψ ∶ ℳ𝑛(𝕂) → ℳ𝑛(𝕂), 𝑀 ↦ 𝐷𝑀 − 𝑀𝐷.

3.a. Montrer que Ψ est linéaire et calculer Ψ(𝐸𝑖,𝑗).
3.b. Montrer que Im(Ψ) ⊃ Ω𝑛 et Ker(Ψ) ⊃ 𝒟𝑛.

3.c. En déduire Im(Ψ) = Ω𝑛 et Ker(Ψ) = 𝒟𝑛.

4. Montrer que toute 𝑃 ∈ Ω𝑛 s’écrit 𝑃 = 𝐴𝐵 −𝐵𝐴. Étendre le résultat aux matrices de trace
nulle et conclure.

À retenir
Le résultat final est un théorème classique : une matrice est un commutateur 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 si et
seulement si sa trace est nulle. La condition tr = 0 est évidemment nécessaire puisque tr(𝐴𝐵 −
𝐵𝐴) = 0 ; toute la difficulté est la réciproque, obtenue via la réduction à diagonale nulle.
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DEUXIÈME PARTIE

Exercices
classiques MPSI

Projecteurs et symétries, rang et formule du rang, commutant
et polynômes d’endomorphismes, nilpotence — douze
exercices incontournables, avec indications et corrigés.



Maths Elites Exercices classiques

A. Projecteurs, symétries, sommes directes

Exercice 1 — Somme de deux projecteurs HHII Classique

Soient 𝑝 et 𝑞 deux projecteurs d’un 𝕂-espace vectoriel 𝐸 (avec 1 + 1 ≠ 0 dans 𝕂).
1. Montrer que 𝑝 + 𝑞 est un projecteur si et seulement si 𝑝 ∘ 𝑞 = 𝑞 ∘ 𝑝 = 0.
2. Dans ce cas, montrer que Im(𝑝 + 𝑞) = Im 𝑝 ⊕ Im 𝑞 et Ker(𝑝 + 𝑞) = Ker 𝑝 ∩ Ker 𝑞.

Correction
1. (𝑝 + 𝑞)2 = 𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑞2 = 𝑝 + 𝑞 + (𝑝𝑞 + 𝑞𝑝). Donc 𝑝 + 𝑞 est un projecteur ssi 𝑝𝑞 + 𝑞𝑝 = 0.
Supposons cette égalité. Enmultipliant à gauche par 𝑝 : 𝑝𝑞+𝑝𝑞𝑝 = 0 ; à droite par 𝑝 : 𝑝𝑞𝑝+𝑞𝑝 =
0. Par différence 𝑝𝑞 − 𝑞𝑝 = 0, donc 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 ; combiné à 𝑝𝑞 + 𝑞𝑝 = 0 et 1 + 1 ≠ 0, on obtient
𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 0. La réciproque est immédiate.
2. Comme 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 0 : pour 𝑥 ∈ Im 𝑝, 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑝(𝑥′)) = 0 donc Im 𝑝 ⊂ Ker 𝑞, et de
même Im 𝑞 ⊂ Ker 𝑝 ; d’où Im 𝑝 ∩ Im 𝑞 = {0}. Enfin (𝑝 + 𝑞)(𝑥) = 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) ∈ Im 𝑝 + Im 𝑞
et (𝑝 + 𝑞)|Im𝑝 = id, (𝑝 + 𝑞)|Im 𝑞 = id, ce qui donne Im(𝑝 + 𝑞) = Im 𝑝 ⊕ Im 𝑞. Pour le noyau,
𝑥 ∈ Ker(𝑝 + 𝑞) donne 𝑝(𝑥) = −𝑞(𝑥) ; en appliquant 𝑝 : 𝑝(𝑥) = −𝑝𝑞(𝑥) = 0, puis 𝑞(𝑥) = 0 ; la
réciproque est claire.

Exercice 2 — Caractérisation des symétries HHII Classique

Soit 𝑠 ∈ ℒ(𝐸). Montrer que 𝑠 est une symétrie (c.-à-d. 𝑠2 = id𝐸) si et seulement si 𝑝 =
1
2(id𝐸 +𝑠) est un projecteur, et exprimer alors Ker(𝑠 − id𝐸) et Ker(𝑠 + id𝐸) à l’aide de 𝑝.

Astuce — Le pont projecteur ↔ symétrie

𝑝2 = 𝑝 ⟺ 𝑠2 = id𝐸, et l’on a Im 𝑝 = Ker(𝑠 − id𝐸), Ker 𝑝 = Ker(𝑠 + id𝐸). Toute symétrie
s’écrit 𝑠 = 2𝑝 − id𝐸 : symétries et projecteurs sont « la même chose» à un changement affine
près. C’est le réflexe pour ramener une symétrie à un projecteur.

Exercice 3 — Une somme directe de noyaux HHHI Centrale

Soit 𝐸 de dimension finie et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) tel que 𝑓3 = 𝑓 . Montrer que

𝐸 = Ker 𝑓 ⊕ Ker(𝑓 − id𝐸) ⊕ Ker(𝑓 + id𝐸).

Correction
On a 𝑓3 − 𝑓 = 𝑓(𝑓 − id𝐸)(𝑓 + id𝐸) = 0, et les polynômes 𝑋, 𝑋 − 1, 𝑋 + 1 sont deux à deux
premiers entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux (Problème 1) donne directement
la somme directe annoncée, puisque Ker(𝑓(𝑓 − id)(𝑓 + id)) = Ker(0ℒ(𝐸)) = 𝐸. Concrètement,
−1
1 ⋅ : pour tout 𝑥, 𝑥 = ( id−𝑓2)𝑥+ 𝑓2+𝑓

2 𝑥+ 𝑓2−𝑓
2 𝑥, les trois termes appartenant respectivement

aux trois noyaux.

B. Rang, noyau, image

Exercice 4 — Sous-additivité du rang HHII Classique
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Soient 𝑢, 𝑣 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹) avec 𝐸, 𝐹 de dimension finie. Montrer que

∣rg𝑢 − rg 𝑣∣ ≤ rg(𝑢 + 𝑣) ≤ rg𝑢 + rg 𝑣.

Correction
Pour la majoration de droite : Im(𝑢 + 𝑣) ⊂ Im𝑢 + Im 𝑣, donc rg(𝑢 + 𝑣) ≤ dim(Im𝑢 + Im 𝑣) ≤
rg𝑢+ rg 𝑣. Pour la minoration, on applique ce résultat à 𝑢 = (𝑢+𝑣)+(−𝑣) : rg𝑢 ≤ rg(𝑢+𝑣)+
rg 𝑣, d’où rg𝑢−rg 𝑣 ≤ rg(𝑢+𝑣) ; par symétrie en échangeant les rôles, on obtient | rg𝑢−rg 𝑣| ≤
rg(𝑢 + 𝑣).

Exercice 5 — Rang d’une composée (Sylvester) HHHI Mines-Ponts

Soient 𝑢 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹) et 𝑣 ∈ ℒ(𝐹 , 𝐺) avec 𝐸, 𝐹 , 𝐺 de dimension finie.
1. Montrer que rg(𝑣 ∘ 𝑢) ≤ min(rg𝑢, rg 𝑣).
2. Établir l’inégalité de Sylvester : rg𝑢 + rg 𝑣 − dim𝐹 ≤ rg(𝑣 ∘ 𝑢).

Astuce — Restreindre 𝑣 à l’image de 𝑢
Poser 𝑤 = 𝑣| Im𝑢 ∶ Im𝑢 → 𝐺. Alors Im(𝑣 ∘ 𝑢) = Im𝑤, donc rg(𝑣 ∘ 𝑢) = rg𝑢 −dim(Ker 𝑣 ∩ Im𝑢)
par la formule du rang appliquée à 𝑤. On conclut avec dim(Ker 𝑣 ∩ Im𝑢) ≤ dimKer 𝑣 =
dim𝐹 − rg 𝑣.

Exercice 6 — Noyau et image en somme directe HHII CCINP

Soit 𝐸 de dimension finie et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸). Montrer l’équivalence

𝐸 = Ker 𝑓 ⊕ Im 𝑓 ⟺ Ker 𝑓 = Ker 𝑓2.

Donner un exemple où la somme Ker 𝑓 + Im 𝑓 n’est pas directe.

Correction
La formule du rang donne toujours dimKer 𝑓 +dim Im 𝑓 = dim𝐸 ; la somme est donc directe
ssi Ker 𝑓 ∩ Im 𝑓 = {0}. Or si 𝑦 ∈ Ker 𝑓 ∩ Im 𝑓 , alors 𝑦 = 𝑓(𝑥) et 𝑓(𝑦) = 𝑓2(𝑥) = 0, donc
𝑥 ∈ Ker 𝑓2. Ainsi Ker 𝑓 ∩ Im 𝑓 = {0} ⟺ Ker 𝑓2 ⊂ Ker 𝑓 ⟺ Ker 𝑓 = Ker 𝑓2 (l’inclusion
Ker 𝑓 ⊂ Ker 𝑓2 étant toujours vraie).
Contre-exemple. Sur 𝕂2, 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦, 0) vérifie 𝑓2 = 0, donc Ker 𝑓 = Im 𝑓 = Vect(𝑒1) et la
somme n’est pas directe.

C. Commutant, polynômes, nilpotence

Exercice 7 — Centre de ℒ(𝐸) HHII Classique

Soit 𝐸 de dimension finie ≥ 1. Montrer que les endomorphismes 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) qui commutent
avec tout endomorphisme de 𝐸 sont exactement les homothéties 𝜆 id𝐸.
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Correction
Une homothétie commute clairement avec tout. Réciproquement, soit 𝑓 commutant avec tout
𝑔 ∈ ℒ(𝐸). Fixons 𝑥 ≠ 0 ; s’il existait 𝑥 tel que (𝑥, 𝑓(𝑥)) soit libre, on compléterait en une base
et on construirait 𝑔 tel que 𝑔(𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑓(𝑥)) = 0, contredisant 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑓(𝑥)). Donc pour
tout 𝑥, (𝑥, 𝑓(𝑥)) est liée : 𝑓(𝑥) = 𝜆𝑥𝑥. Un argument classique (prendre 𝑥, 𝑦 et 𝑥 + 𝑦) montre
que 𝜆𝑥 ne dépend pas de 𝑥, d’où 𝑓 = 𝜆 id𝐸.

Exercice 8 — Commutant d’une matrice diagonale HHII Classique

Soit 𝐷 = diag(𝜆1, … , 𝜆𝑛) ∈ ℳ𝑛(𝕂) à coefficients diagonaux deux à deux distincts. Déterminer
le commutant 𝒞(𝐷) = {𝑀 ∈ ℳ𝑛(𝕂) / 𝑀𝐷 = 𝐷𝑀} et sa dimension.

Correction
En notant 𝑀 = (𝑚𝑖,𝑗), la relation 𝑀𝐷 = 𝐷𝑀 s’écrit 𝜆𝑗𝑚𝑖,𝑗 = 𝜆𝑖𝑚𝑖,𝑗 pour tous 𝑖, 𝑗, soit
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) 𝑚𝑖,𝑗 = 0. Comme les 𝜆𝑖 sont distincts, 𝑚𝑖,𝑗 = 0 dès que 𝑖 ≠ 𝑗. Le commutant est donc
l’ensemble des matrices diagonales : 𝒞(𝐷) = 𝒟𝑛, de dimension 𝑛.

Exercice 9 — Endomorphisme nilpotent HHHI Centrale

Soit 𝐸 de dimension 𝑛 et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) nilpotent, c.-à-d. il existe 𝑝 tel que 𝑓𝑝 = 0.
1. Montrer que si 𝑓 ≠ 0, la suite (Ker 𝑓𝑘)𝑘 est strictement croissante tant qu’elle n’est pas

stationnaire.

2. En déduire que 𝑓𝑛 = 0.
3. Montrer qu’il existe 𝑥 ∈ 𝐸 tel que (𝑥, 𝑓(𝑥), … , 𝑓𝑛−1(𝑥)) soit une base de 𝐸 si et seulement

si 𝑓𝑛−1 ≠ 0.

Astuce — Suite d’inclusions strictes

Tant que Ker 𝑓𝑘 ⊊ Ker 𝑓𝑘+1, la dimension croît d’au moins 1 ; comme elle est majorée par 𝑛,
l’indice de nilpotence est ≤ 𝑛, d’où 𝑓𝑛 = 0. C’est l’archétype de l’argument «suite strictement
croissante bornée de sous-espaces».

Exercice 10 — Trace d’un endomorphisme nilpotent HHII Oral

Soit 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) nilpotent, 𝐸 de dimension finie. Montrer que tr(𝑓) = 0, et plus généralement
tr(𝑓𝑘) = 0 pour tout 𝑘 ≥ 1.

Astuce — Trigonaliser au-dessus

Dans une base adaptée au drapeau {0} ⊂ Ker 𝑓 ⊂ Ker 𝑓2 ⊂ ⋯, la matrice de 𝑓 est triangulaire
supérieure stricte : sa diagonale est nulle, donc tr(𝑓) = 0. La puissance 𝑓𝑘 reste nilpotente,
d’où tr(𝑓𝑘) = 0.

Exercice 11 — Puissances et suite de Fibonacci HHII Classique

On pose 𝐴 = (1 1
1 0

) et l’on considère la suite de Fibonacci 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, 𝐹𝑛+1 =

𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1.
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1. Montrer que 𝐴𝑛 = (𝐹𝑛+1 𝐹𝑛
𝐹𝑛 𝐹𝑛−1

) pour tout 𝑛 ≥ 1.

2. En déduire l’identité 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − 𝐹 2
𝑛 = (−1)𝑛.

Correction
1.Récurrence : vrai pour𝑛 = 1, et𝐴𝑛+1 = 𝐴⋅𝐴𝑛 donne, par la règle de récurrence de Fibonacci,
la matrice annoncée au rang 𝑛 + 1.
2. En prenant le déterminant : det(𝐴𝑛) = (det𝐴)𝑛 = (−1)𝑛, tandis que det𝐴𝑛 = 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 −
𝐹 2

𝑛 . D’où l’identité de Cassini.

Exercice 12 — Inversibilité de id−𝑓 pour 𝑓 nilpotent HHII Classique

Soit 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) nilpotent d’indice 𝑝 (c.-à-d. 𝑓𝑝 = 0, 𝑓𝑝−1 ≠ 0).
1. Montrer que id𝐸 −𝑓 est inversible et expliciter son inverse.

2. Plus généralement, montrer que pour tout 𝜆 ∈ 𝕂∗, 𝜆 id𝐸 −𝑓 est inversible.

Correction

1. Comme 𝑓𝑝 = 0, la somme télescopique (id𝐸 −𝑓)(id𝐸 +𝑓 + ⋯ + 𝑓𝑝−1) = id𝐸 −𝑓𝑝 = id𝐸, et
de même dans l’autre ordre (car 𝑓 commute avec ses puissances). Donc id𝐸 −𝑓 est inversible
d’inverse ∑𝑝−1

𝑘=0 𝑓𝑘.
2.On écrit 𝜆 id𝐸 −𝑓 = 𝜆(id𝐸 − 1

𝜆𝑓), et 1
𝜆𝑓 est encore nilpotent : on applique la question 1. D’où

(𝜆 id𝐸 −𝑓)−1 = ∑𝑝−1
𝑘=0 𝜆−(𝑘+1)𝑓𝑘.

Fin du fascicule — Maths Elites

«L’algèbre linéaire est l’art de rendre linéaire ce qui ne l’était pas.»
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