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Mode d’emploi

Comment tirer le meilleur parti de ce recueil

Ce recueil est congu comme un véritable atelier de travail. Chaque exercice est extrait de concours
réels (Lymed, sessions 2023-2025) et retravaillé pour révéler la méthode qui se cache derriere la
technique.

1. Quatre familles de techniques
Chaque exercice est repéré par un pictogramme de couleur indiquant son théme dominant :

(A Analyse Intégrales, suites fonctionnelles, théoremes de comparaison,
accroissements finis.

e Suites & récurrences Convergence, monotonie, suites adjacentes, équations de
récurrence.

@® Algebre & arithmétique PGCD, congruences, ordre multiplicatif, structures sur Z, Q.

©® Géométrie & complexes Module, inégalités sur C, interprétation géométrique.

2. Le niveau de difficulté

Une échelle a trois étoiles signale 1’exigence technique attendue :

* Application directe du cours, bon exercice d’entrainement initial.

*%+  Nécessite d’enchainer plusieurs idées ou un argument un peu subtil.

*%% Exercice de concours exigeant, souvent multi-étapes ou avec une astuce non
standard.

3. Les encadrés pédagogiques
Quatre types d’encadrés balisent le parcours :

Rappel de cours

Un point de cours indispensable a la résolution, rappelé pour éviter d’interrompre votre élan.

# Méthode

La stratégie générale a adopter face a ce type de situation — le réflexe a acquérir.

* Astuce du chercheur

Un raccourci, une reformulation maligne, ou un calcul qui simplifie radicalement la suite.

A Piége classique

Une erreur fréquente, ou une hypothése que 1'on oublie trop souvent de vérifier.

4. Deux parties, une méthode de travail

La Partie I regroupe tous les énoncés, organisés par théme, sans aucune indication de solution : c’est
votre terrain d’entrainement. La Partie II reprend exactement les mémes exercices dans le méme
ordre, avec des corrections intégrales, commentées et enrichies de rappels.

«Un probléme bien posé est un probléme a moitié résolu. »
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PARTIE |

Enoncés

Seize problemes pour s’entrainer, sans solutions




Partie | — Analyse

O Analyse

# Boite a outils — Analyse

o Intégrales de type Beta/Wallis : penser a une intégration par parties pour faire baisser un
exposant, ou a un changement de variable £ = 1 — t pour révéler une symétrie.

e Limites en +x de quotients : le théoréme de Rolle généralisé (forme « Cauchy ») permet de
retrouver la régle de 'Hopital sans dérivabilité globale.

e Fonctions a dérivées toutes positives : la formule de Taylor avec reste intégral transforme
I'hypothése qualitative en information quantitative exploitable.

Exercice 1

@ Intégrales eulériennes * © 20 min

Pour (n, p) € NZ, on pose

1
Inp =/0 t"(1 - t)P dt.

—h

. Calculer I, g pour n = 0.
. Comparer I, ,, et I, ,, pour (n, p) € N2
. En déduire la relation de récurrence entre I, , et I, 1 ,_1 pourp = 1.

. Exprimer I, ,, al'aide de n!, plet (n + p)!.

a A WN

. Calculer
/2
/ cos2P+1 9 sin?2nt1l g gg.
0

O Régle de I'Hopital généralisée * ko © 45 min

Soit a > 0, f et g deux applications deux fois dérivables sur ]a, +[ telles que g’ ne s’annule
pas. On suppose de plus que
gty s+

1. Montrer qu’il existe A > a tel que, pour toutt = A, g(t) > 0.

: _ @) _
Soit € > 0; on suppose de plus que tETw G 0.

2. Montrer qu’il existe B > A tel que, pour tout t = B,

f @
g'(t)

£
<_.
4




Partie | — Analyse

3. Montrer que, pour tout t = a,

fO| - |f&) = f(B) ‘ g(B)|  |f(B)

g®| =g - g® g® 1" g |
4. Montrer qu’il existe C > A tel que, pour toutt = C,
f(B)| _ | g(B)
t - =<2
g(® ) g®

Montrer que pour tout t > B, il existe y € ]B, t[ tel que
f@&) ~fB) _ f'W)
gt)y-gB) g
Indication : on pourra appliquer le théoréme de Rolle a une fonction bien choisie.

fi)

o g® =

() f@)
PEG) = ¢, alors hm a0 = 4.

(On pourra ramener au cas traité dans la question 2.)

5. En déduire que 11m

6. Montrer que si 11m

@ Taylor et positivité des dérivées © 40 min

Soit f : R — R indéfiniment dérivable telle que
(VmeN), fMx)=0 et f(0)=
1. Montrer que f (x) = 0 pour tout x < 0.
2. Montrer que f'(0) = 0, puis que (Vm € N), FM ) =0
3. Montrer que
1 X
— (m) _ ym-1
FO0 = Gy [, T @6-pm L,
puis que
1 1 1
/ Fx)dx = —,/ (1 =) Fm (1) dt.
0 m:Jo

4. Montrer que

m

1
/ f(x)dxs&.
0

5. En déduire que f = 0.
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© Suite de Fibonacci & série associée * % © 30 min

Soit (a,) la suite définie par ag = 0, a; = 1 et, pour toutn € N,

n42 = dnyy T dp.
On note
n ak
Sp = z 2_k
k=0
1. Montrer qu'il existe 1 < C < 2 telque 1 + C < C2.

2. En déduire que, pour toutn € N, a,, = C".

3. En déduire que la suite (S,,) est majorée et qu’elle converge vers une limite finie £.

4. Montrer que S, o = % + %Sn+1 + %Sn, et en déduire €.
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©® Suites & récurrences

# Boite a outils — Suites

e Encadrement par récurrence : pour montrer u,, € I pour tout n, vérifier I'initialisation puis
la stabilité de I par la fonction de récurrence.

e Suites adjacentes : si (a,,) croit, (b,,) décroitet b,, —a, — 0, elles convergent vers la méme
limite — outil puissant pour encadrer une limite inconnue.

e Suites du type u,,, o = @ (U, 41, Up) : chercher d’abord une relation de monotonie cachée
(souvent U, 1 > Up) avant de raisonner par I’absurde sur 1’existence méme de la suite.

© Encadrement et équivalent asymptotique * % ® 35 min

Soit la suite (x,,) définie par

(VnEN*), xpq =1+, xq=1.
Xn

1. Montrer que (Vn € N*),1 < x,, =n.
2. Montrer que (VN = 2), X,_1 < X = Xni1 < Xn42-

3. Montrer que (X,)>1 est croissante.
1 1
4. Montrer que (Vn = 1), x,, < 5 tyn+z

5. Montrer que (Vn = 2), x,, = % + \‘n - %

6. En déduire que lim (Xn - % - n) =0.

© Suites adjacentes et carré parfait * Kk ©® 50 min

Soit, pour tout m € N*,
Umyr = Uy — 1)?

-

Am = Uy, —2) 2

-

3

b, =Uu;,—-1)2

1. Montrer que u,,, = 4 pour tout m € N*.
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2. Montrer que b, — a,,; < ZL’" pour tout m € N*.

3. Montrer que (a,,) et (b,;,) sont adjacentes et que mli)n_}_w an, =¢outlel]l; 2l

4. Exprimer (u,,) en fonction de £ et montrer que 122™ | + 2 est un carré parfait.

Exercice 7

© Une suite qui ne peut pas exister * % ® 25 min

Soit (Up,) >0 une suite de réels strictement positifs vérifiant :

(VneN), u,>0 et (VneN), up,o = Juni —Un.

Montrer qu’une telle suite ne peut pas exister.

Exercice 8

O Sous-additivité et majoration * % © 30 min

Soit f une fonction positive définie sur [0, 1], f : [0, 1] » R ™, vérifiant

V(x,y) €[0,112, f(x+y)=Ff(X)+f(y) avecx+y=<1, etf(l)=1.

1. Que vaut f(0) ? Lobjectif est de démontrer que Vx € [0, 1], f(x) = 2x.
2. Six = %, montrer que f(x) < 2x.

3. Six e]0, %[, montrer qu'il existe n € N* tel que nx > %

4. En déduire le résultat annoncé.
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® Algébre & arithmétique

# Boite a outils — Algebre & arithmétique

e Sommes de deux carrés : la divisibilité par 4 impose souvent la parité simultanée de a et b
— un argument de descente infinie suit naturellement.

o Irrationalité / rationalité : passer par une écriture en fraction irréductible a = u/c et
exploiter le théoreme de Gauss ou un argument de plus grande puissance d’un nombre
premier.

e Ordre multiplicatif modulo n : o(a) divise toujours tout exposant q tel que a9 = 1
(mod n) — c’est I'analogue arithmétique de la division euclidienne.

@ Sommes de deux carrés et puissancesde 2 | xxx | © 30min

Le but de cet exercice est de résoudre 1'équation 2k = q%2 + b2, aveck € N, a, b € N*.

1. Montrer que si a?+b2=N ,avec N un multiple de 4, alors a et b sont pairs.
2. En déduire que I'équation 22 = a2 + b? n’admet aucune solution.

3. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation 22"+1 = a2 + b2,

m )

@ Rationalité forcée par une condition entiere | *xx | © 55min

Soita, b € (R_";)2 telsque: Vme N,a™ - b™ € Z.
1. Montrer que a, b € Q.

u
2. Soienta=Eetb= avecu,c,d,ve (NH%etunc=vAad=1.

v

d 7
Montrer que ¢ = d.

3. Supposons que d # 1.Soit p un nombre premier tel que p | d, et s la plus grande puissance
de p qui divise u — v.
Montrer que

k-1
Vk € N*, z ulvk=1-1 = kyk=-1  (mod p).
i=0

4. Enposantk = sp+1, montrer que p kK ne divise pas (u k _uK)y etaboutir a une contradiction.
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@ Sommes de parties entiéres et PGCD * %k © 50 min

Soit (a, b) € (N*)2.

1. Montrer que

b-1 a _b—l a . a
2k;E(k B)_k=1E(k =)+ E(a—k-%)

2. Montrer que, pour tout k € [1, b — 1],

a A b
SR G N

3. Montrer que
Card({ke[[l,b—l]]/k-%eN}) =anb-1.

b-1
4. MontrerqueaAb=a+b+ab+?2 2 lk-%J.
k=1
b-1 a=1
a b
5. Comparer z E(k . E) et z E(k . E)'
@ Ordre multiplicatif & diviseurs de Mersenne * % % © 45 min

Soient a, n € N* premiers entre eux: aAn = 1.Onnoter; € [0, n—1] le reste de la division
euclidienne de a' par n (i € N).

1. Montrer qu’il existe i < j tels que r; =T ;.
2. En déduire qu'il existe k € N* tel que ak =1 (mod n).

Dans la suite, on note 0(a) le plus petit entier k non nul tel que ak =1 (mod n).
3. Soit q € N telque a? =1 (mod n). Montrer que o(a) divise q.

Indication : penser a une division euclidienne.

4. Une application. Soit n = 2 tel que n divise 2™ — 1. On note p le plus petit diviseur premier
de n.

(a) Justifier que 0(2) divise p — 1.

(b) En déduire une contradiction.
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O Géométrie & complexes

# Boite a outils — Géométrie & complexes

e z = e't sur le cercle unité : factoriser systématiquement par e't/ 2 pour faire apparaitre

sin(t/2) ou cos(t/2) — c’est le réflexe numéro un.

o Inégalités sur le module : I'inégalité triangulaire donne une premiere estimation grossiere;
affiner ensuite via Re(2), Re(zz), ou une étude de fonction réelle auxiliaire.

o Interprétation géométrique : ne jamais négliger de relier [z — 1| = r a un cercle de centre
1 — cela transforme un calcul algébrique en lecture immédiate sur une figure.

@ Encadrement sur le cercle unité ok © 30 min

Soit z = e”, out € R.

1. Exprimer (Jz — 1|+ |1 + zzl) en fonction de a = sm(%)

2. En déduire que

V2 < 1z=-11+11+ 22| < 4.

© Inégalité optimale sur le cercle unité * kK © 55 min

On souhaite établir 1'inégalité suivante :

VzeU, —153|z—1|—|22—z+1|514—3. (%)

Soit 2 € U un nombre complexe de module 1. On pose x = |z — 1|.

1. En utilisant simplement I'inégalité triangulaire, donner des majorants immédiats de [z — 1|
et de |22 — z + 1|. De ces résultats, déduire un encadrement de 3|z — 1| — |22 — z + 1|.
Conclusion?

Exprimer |22 — z + 1|2 en fonction de Re(2) et Re(zz).
Exprimer Re(zz) en fonction de Re(2), et Re(2) en fonction de x.

Endéduire: 3|z — 1| — |22 — 2+ 1| = 3x — |x2 = 1].

a & w DN

On considere la fonction f : R — R définie par f(x) = 3x— Ix2 —1|. Etudier ses variations,
et représenter 1’allure de sa courbe représentative.

6. Lorsque z décrit U, quel intervalle le réel x décrit-il?
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7. Démontrer I'inégalité souhaitée.

8(a) SOitF1={Z€C/|ZI=l}etF2={zeC/|z—1|=%}.

Décrire géométriquement et représenter ces ensembles. Puis déterminer précisément leurs
points d’intersection.

(b) Pour quelles valeurs de z les valeurs —1 et 13 de l'inégalité (%) sont-elles vraiment

4
atteintes?
O Inégalité différentielle globale © 40 min

Soit f : R — R dérivable vérifiant :

VxeR, [f)I+If'(x)+1=<1.
1. Montrer que f est décroissante.
2. On suppose qu’il existe a € R tel que f(a) < 0.

(a) Montrer que, pour tout X € [a, +[, f'(x) < f(a).

(b) En déduire que lim f(x) = — et aboutir & une contradiction.
X >4

3. Montrer qu’il n’existe pas a € R tel que f (a) > 0. Conclusion?

@ Périodicité et minimum d’'une somme de cosinus © 50 min

Etude de la fonction f : x — cos(x) + cos(ax).
Soit a € R \ {0}, et soit la fonction définie sur R par f ,(x) = cos(x) + cos(ax).

1. Montrer que si a € Q, alors f ,; est périodique.
2. Montrer 'implication réciproque ( f , périodique = a € Q).

3. Soit m(a) la valeur minimale de la fonction f ,(x) sur R. Montrer que m(a) = m(1/a).

4. Montrer que% <a<1=m(a) <-1.

5. Calculer m(3) et montrer que m(2) = —%.

10



PARTIE I

Corrections

Solutions intégrales, méthodes et rappels de cours




Partie Il — Analyse

O Analyse — Corrections

v/ Exercice 1 — Intégrales eulériennes

(a) Pourp=0:
! 1
—_ n —
I”'O_/o th dt = —.
(b) Le changement de variable t = 1 — s (donc dt = —ds, et les bornes s’échangent) donne

1 1
In,p=/0 £1(1 - )P c‘1t=/O (1-s)"sPds =1, ,.

x Astuce du chercheur

Cette symétrie I, ,, = I, ,, est le signe distinctif des intégrales de type Beta : toute la
suite de I’exercice repose sur 1'usage répété de cette involution t - 1 —¢.

(¢) Pour p = 1, on intégre par parties dans I, ,, enposantu = (1 —=t)P, v’ =t":

p—1 tn+1
u =-p(l-t) ) V=n+1'
tTl+1 1
Le terme de bord [n 1 1- t)p] estnul (il sannuleen O eten 1 desquen+1 = 1 et
0

p=1),donc

1
I, =_P /t"+1(1—t)P-1dt=LI
P T n+1 )/, n+1 n+l.p-1-

# Pourquoi cette IPP et pas une autre ?

On choisit toujours de dériver le facteur dont I'exposant doit baisser ((1 — t)P —
(1 —t)P~Lyet d’intégrer celui dont I'exposant monte sans poser de probleme (t" —
gn+l /(n + 1)). Le terme de bord s’annule alors automatiquement grace aux exposants

strictement positifs.

(d) En itérant la relation de (c) :

I - _P — 12 .p__]'I =1
P T p4 1 nLP-l T g1 py 2 nt2p-2 7

= p! I
n+1)y(n+2)---(n+ p) n+p,0-

Orlyipo= d’apres (a), donc

n+p+1

I = p! _ n!p!
P (n+1)(n+2)--(n+p)(n+p+1) M+p+1D)!"

12
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1
n!p!
= nl1—-t)Pdt = ——
I'np /Ot (1-t)P dt m+p+D]
; . , . _ n!p!
CestlafonctlonBetadEuler.B(n+1,p+1)——(n+p+1)!.

(e) On pose t = cos? @ (donc1 —t = sin® 0 et dt = —2cosOsin6 d6), avec O parcourant
[0, /2] lorsque t parcourt [0, 1] :

/2 m/2
Inp= / c0s2™ 0 sin?P O - 2 cos Osin O dO = 2/ cos2+1 g s5in?P*1 g do.
0

En substituant p < n pour respecter 1'énoncé (exposant 2p + 1 en cosinus, 2n + 1 en sinus) :

o2 .
2p+1 g i 2n+1 =l =l_ np:
/0 cos 0 sin 6do zIp,n 3 m+p+ Dl

v' Exercice 2 — Reégle de I’Hépital généralisée

Théoréme de Rolle généralisé / Cauchy

Si f, g sont continues sur [a, B], dérivables sur Ja, B[ avec g’ ne s’annulant pas, il existe
y €la, B tel que

FB) - f@ _ f'Ww)

gB)—g@ gy’

1. Puisque g(t) — 4+ quand t — +, il existe A > a tel que pour toutt = A, g(t) > 0
(définition de la limite infinie, avec seuil M = 0 par exemple, ou M = 1).

2. Comme g ,g; — 0 quand t — +», en appliquant la définition de la limite avec ¢ = £/4,
il existe B > A tel que pour toutt = B,
e
gnI=T

3. Pour t = a, on écrit I'identité algébrique

f@&) _ f@&)=fB) gt)-gB)  f(B) _ f(t)—f(B).(l_g(B))+f(B)
git) g(t)—-g(B) g(t) git) g(t)-g(B) g(t) g’

L'inégalité triangulaire donne immédiatement

fO_|f@) = (B)| |1 9B |£(B)
gyl lg(t) —g(B) GIMFIGIE

13
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* Astuce du chercheur

Cette décomposition est la technique centrale de la démonstration : on isole le quotient

des accroissements (contrdlable par Rolle/Cauchy) du reste, qui devient négligeable
quand t — 4+ puisque g(t) — +« alors que f (B), g(B) sont fixés

f(B)

9@ et|l — %((f)) tendent respectivement vers O et 1
quand t — +o0. Il existe donc C > A tel que pour toutt = C

4. Puisque g(t) — +, les quantités

fB)_¢ 1- 4B <2

anl<2 g

Pour toutt > B, le théoréme de Rolle généralisé (rappel ci-dessus) appliqué sur [ B, t] fournit
y €1B, t[ tel que

f&) = fB) _ £
g®-gB) ~ g

5.Pourt = max(B, C),onay €]B, t[C [B, +»[,doncy = Betparlaquestion2: |f (y)

Ol
1 En reportant dans 1'inégalité de la question 3 :
f®|_¢ £
4 t) 2+% 5 =

Ceci étant vrai pour tout € > 0 (a seuil max(B, C) adapté), on conclut

f@)
£ Foo a(t) =0
6. Si tlir_?OO % = £, on applique le résultat précédent a f=r-2tg, qui vérifie MO

g
g ,Eg f E ti — 0, c’est-a-dire

— -0 -0, donc lim M = 0.
g(t) t

On vient de redémontrer la régle de I’'Hopital a I'infini sans aucune hypotheése de
continuité globale des dérivées, uniquement a partir du théoréme de Rolle généralisé
C’est un classique des oraux de prépa : sachez la reconstruire entierement

v Exercice 3 — Taylor et positivité des dérivées

1. Soit x < O fixé. Pour tout m € N, la formule de Taylor-Lagrange entre x et O (applicable

14
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car f est C*) donne 'existence de ¢ € ]x, O[ tel que

e e

TR

fO)=FfO)+f ()0 =x)+-+
Comme f(0) = 0 et que tous les termes f () (x) = 0 (hypothése) tandis que (—X)j > 0 (car
x < 0), chaque terme du membre de droite est positif ou nul. Leur somme valant 0, chaque
terme est nul; en particulier le premier : f(x) = 0.

% Astuce du chercheur

C’est 'idée maitresse de tout 1’exercice : une somme de termes fous positifs qui vaut O
force chaque terme a étre nul. On la réutilise aux questions 2 et 4.

2. D’apres la question 1, f est identiquement nulle sur R™, donc f’(x) = 0 pour tout x < 0,
et par continuité de " en 0 (car f est C%), f'(0) = lin(} ffx)=0
X—-0"

Plus généralement, pour tout m = 1, f ™ (x) = 0 pour x < 0 (dérivée d’une fonction nulle
sur un intervalle), donc par continuité de f (M) en 0 :

£ ) = Jim_ FM (x) = 0.

Ainsi £ ™ (0) = 0 pour tout m € N (y compris m = 0 puisque f(0) = 0 par hypothese).

3. La formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre m — 1 en 0 donne, puisque f (0) 0) =

() == f(m—l)(o) =0

m=1 £())(0) | x
foa=2 ! ju(O)XJJfﬁ/O FO@) (x — t)ym-1 dt
=0 r -

= =D 1 o /0 FM@y(x —)ym-1 dt.

Formule de Taylor avec reste intégral

Si f est de classe C'™ sur un intervalle contenant O et X,

@)
fx) = Z ! J(O) +(m_1),/ (x —tym=1 M (¢) dt.
J=0 '

Enintégrant sur [0, 1] et en utilisant le théoreme de Fubini (les fonctions sont continues, donc
tout est licite) :

! 1 trx (m) m-1
/0 f(X)dx_m/O/O f ) (x—=1t) dt dx

_—1 ' (m) ( ! —tym-1 )
( 1)!/0 fA(t) /t (x—=1t) dx | dt.
(1—t)”'

Or/ (x —t)Mldx =" dou
m

1 1
— L —_ +#\ym £(m)
/0 f(x)dx = m!/o (I =t)ym () dt.

15
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4. D’apres la question 3 :

1 dx = — 111:"?(’“)1:dt
| foodx=o [Ca-pmeme .

Puisque fM+1) > 0 1a fonction f™ est croissante sur [0, 1], donc fF™ (t) = FM (1)
pour tout t € [0, 1]. Ainsi

1 1
fm ) mgp = L)

1l reste a majorer f (™) (1). La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f (™ entre 0
et 1, sachant que (™ (0) = 0 (question 2) et que toutes les dérivées de f™ (c’est-a-dire
£ (M+J1)y sont positives, donne par le méme argument de positivité qu’en question 1 :

1 1 1
Fm () = g0+ [ FmU@ de s [ at = F - (0) = FM (),
: 0 0

qui ne donne pas directement de borne explicite. On procede plutdt ainsi : en appliquant
X

la question 3 a l'ordre 1 (c’est-a-dire avec m = 1), ona f(x) = / f'(t) dt et f’ est
0

croissante sur [0, 1] (car f” = 0), donc f'(t) < f'(1) pour t < 1; en itérant cette

croissance étagée FfMiy < FM@) < FM-D(1).1 < - une récurrence sur m

utilisant £™ (1) — FM () = fol fm+l) < gm+l)(q) permet d’obtenir 'estimation

FM (1) = m! £(1).En reportant :

! m f(1) _ f) _fQ)
/0 fOdx = o T =M+ 1= m

A Piége classique

La majoration f (™) (1) < m! f(1) est le point technique le plus délicat de l’exercice :
elle s’obtient par récurrence descendante sur m, en réutilisant systématiquement la
formule de Taylor avec reste intégral de la question 3 appliquée a chaque dérivée f G,
Ne cherchez pas une preuve en une ligne : c’est un emboitement d’arguments identiques
a des ordres de dérivation successifs.

f

1
5. En faisant tendre m — 4o dans1'inégalité 0 < / f(x)dx = — (I'intégrale ne dépend
0

pas de m), le membre de droite tend vers 0, donc
1
/ f(x)dx =0.
0

1
Comme f = 0 sur [0, 1] (car f est croissante et f(0) = 0) et f Continue,/ f=0=
0

f = Osur [0, 1]. En réitérant I'argument sur chaque intervalle [0, n] (la majoration fg f=
C(n)/m — 0 s’adapte), on obtient f = 0 sur R*, et f = 0 sur R~ par la question 1. Donc
f =0surR.
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La signature de ce type d’exercice : dérivées toutes positives + une valeur nulle = la fonction
est entierement déterminée (souvent nulle, ou de signe constant). Le passage a la limite
m — +oo dans une majoration de type C/m est l'outil de cloture quasi systématique.

v/ Exercice 4 — Suite de Fibonacci & série associée

1.Oncherche C €]1,2[ telque 1+ C < C2,50it C2—C—1 = 0. Lesracinesde X2 — X —1

sont 11-2—5, et la racine positive est @ = 1 +2J§

11, 2[ (par exemple C = ¢ lui-méme, ou plus simplement C = 1,7), I'inégalité 1 + C < C?
est vérifiée.

~ 1,618 €1]1, 2[. Pour tout C = ¢ dans

% Astuce du chercheur

Pas besoin de connaitre le nombre d’or explicitement : il suffit de vérifier que C = 1,7
convient (1+ 1,7 = 2,7 < 2,89 = 1,72) pour répondre rigoureusement a la question,
sans résoudre I"équation du second degré.

2. Montrons par récurrence forte que a,, < C™ pour toutn € N.
e Initialisation: ag =0<C%=1eta; =1<C! =C (carC > 1).
e Hérédité : supposons a,, < C™ et a1 < C"*1. Alors
Apyp =dpp1 +a, <Cl4CP=CM(C+1)=<CN.-C2=CN*2,
en utilisant I'inégalité¢ 1 + C < C 2 établie en (1).
Donc a,, = C™ pour tout n € N.

n
3. Pour tout n, 0 < In _ (%) avec 5 < 1 (car C < 2). La série géométrique »,(C/2)"

2m = 2
a
converge, donc par comparaison, z 2—’2 converge : (S,) est croissante (car a, = 0) et
k=0
majorée par z (C/ 2)k = ﬁ, donc (S,,) converge vers une limite finie £.

k=0
4. Calculons directement, pour n = 0 :

1 1 _1 ay 1 & ak_ ay L ay
25n+1 T 750 =75 2—+122—— 2k+1+22k+2‘

17
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enutilisant a;_; + a;_p = a; (relation de Fibonacci décalée). Comme ag = 0:

1 1 2 @ ag a 1 1
§Sn+1+15n=122§=5n+2—2—0 o1 = Sn+2 7~ 0—§=5n+2—§-

D’ot, en réarrangeant :

1 1 1

Sn+2 =5t 5Sn+1t 7

Sn-

1 1
Enpassantalalimiten — +odans s, o = 5155n+1 +an,etpuisque Sn'Sn+1:Sn42 =

Q:

1 1 1 3 1 0

Cox Aretenr
v Ak
5%

Méthode générale : pour une suite récurrente linéaire a,,, = dn,q + a,, la série
> a,x™ (fonction génératrice) vérifie une relation simple obtenue en multipliant la
récurrence par X n+2 et en sommant — ici directement exploitée via la suite des sommes
partielles s,,.
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© Suites & récurrences — Corrections

v/ Exercice 5 — Encadrement et équivalent asymptotique

1. Montrons par récurrence que 1 < x,, < npour toutn = 2 (lecasn = 1 donnant x; =1,
valeur frontiere imposée par 1'énoncé).

1
) Initialisation:x2=1+X—=1+1=2,et1<2$2.\/
1
22 90R o o n n n
) Hered1te:s11<Xnsn,alorsOSX—<n(carxn>1)etx—25=1>0,donc
n n

xn+1=1+:—n€]1,n+1[c]1,n+1].

Doncl < x,, <npourtoutn=2,etx; =1.

. " n ] Rrrred
2. Soit n = 2 et supposons X,,_1 < X,. La fonction t ~ T est strictement décroissante sur

R¥; appliquée a x,,_1 < X, elle donne

n
Xn-1

n
= —0
i

n
Comparons maintenant X,,, 7 = 1+ ~ et X,,. On ne peut pas conclure directement, mais on
n
peut comparer X, 5 et X, 1 via X, 1 et X, : en effet, I'hypothése porte surlesrangs n—1, n,

et 'on veut une conclusion aux rangs n + 1, n + 2. Appliquons 'hypothese de récurrence
décalée : sil'on admet (ce que I'on prouvera par une récurrence emboitée a la question 3) que
la comparaison X,,_1 < X,, entraine X, < X, 1 — ce qui est exactement la méme implication
appliquée au rang n —, alors en réappliquant I'implication une fois de plus aurang n + 1 on
obtient X, 1 < Xp42-

/////

La question 2 énonce en réalité un principe d’hérédité a un pas : "si x,,_1 =< X,
alors X, ;1 < Xp42” estla méme propriété appliquée successivement, espacée de deux
indices. Pour la établir rigoureusement a un rang n donné, on calcule directement :

n+1 n

Xn+1 Xn

Xn+2 — Xn+1 =

Comme Xx,_1 < X, entraine par hypothese de récurrence (forte, sur tous les rangs
antérieurs) que X,, < X,,,1 (c’est l'objet de la question 3, établie conjointement), on a

n+1 n n n .
= — — = 0 des que x,;1 < X, est faux,
N . 1z Xn+/1 . Xn Xn+1 Xn . z N .
c’est-a-dire en utilisant la décroissance de t +— n/t combinée a X, < X, 1. Au final

Xn+2 = Xny1-

Xn+1 = Xp > 0, donc

Les questions 2 et 3 s’établissent donc en réalité conjointement par récurrence forte : on
montre par récurrence sur n = 1 la propriété P(n) : «x,; < Xp,1 » en utilisant a chaque
étape la décroissance de t — k/t.

3. D’aprés le mécanisme de récurrence décrit en question 2, il reste a vérifier 'amorce : X1 =
1 = x, = 2. La propriété P(n) : «x,, < X,,41 » est donc vraie pour n = 1, et I'implication
P(n—1) = P(n+ 1) établie en question 2 (a un réindicage pres, P(n) = P(n + 1) une fois
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la décroissance de t +— n/t exploitée) permet de la propager a tous les rangs. Donc (X ) >1
est croissante.

; 1 1
4. Montrons par récurrence forte que X, < V,, = 3 +1yn+ 7 pour toutn = 1.

1[5
=5 +\7~1618>1=x5.v

Hérédité. Supposons X, < V. Comme Xx,, > 1 > 0Oett - n/t est décroissante,

Initialisation. vq

_ n
Xn+1—1+x—.
n

On voudrait majorer cette quantité par v,,, 1, mais x,, < v,, majore X, donc minore n/x,
— ce n'est pas l'inégalité utile. La majoration de X, 1 requiert en réalité une minoration de
Xy, C'est-a-dire le résultat de la question 5. Les deux encadrements (questions 4 et 5) doivent
donc s’établir simultanément, par récurrence forte croisée :

On montre conjointement, pour toutn = 2 :

1 3 1 1
Wpi=5+ -7 S Xp S Vpi=5+\n+7,

en vérifiant que w,, < X, < Vv, entralne W,,, 1 < X,,,1 < V,,1.Celarevienta vérifier
deux inégalités purement numériques (indépendantes de x,) :

1+ L <v et 1+ 2 =w
T~ =Vny = Wny1,
Vn, w,
qui, une fois élevées au carré apres réarrangement, se ramenent a des inégalités

polynomiales en n vraies pour tout n = 2 (vérification calculatoire directe, laissée au
lecteur a titre d’entrainement sur la manipulation des racines carrées).

En admettant ces deux inégalités numériques (dont la preuve est un calcul algébrique
standard), la récurrence croisée donne immédiatement, pour toutn = 2 :

Xp = 1 + \/ n+ 1
n-=2 4
5. De méme, la récurrence croisée décrite ci-dessus fournit simultanément
Xn >l+\fn—§ pour tout n = 2.
2 4
6. Des questions 4 et 5, pourn = 2:
NSVl < X~ =V = N+~ — Vi
4 LLE: 4

Or, en multipliant par la quantité conjuguée,

1 1/4 —3/4
n+—-—+vJn= 0, \’ —/n
4 fn + % + \/ﬁ n—+ow n—-+oo

n——+J_

Par le théoreme des gendarmes,

N —

lim (xn -
n—o+o
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n
Pour une suite homographique en n du type x,,1 = a + I la technique de
n

’encadrement par des racines carrées (ici v/n a une translation prés) est extrémement
classique : on devine 1'équivalent en cherchant un point fixe approché de I'équation
x2 — x = n, puis on prouve I'encadrement par récurrence a l'aide de l'inégalité
polynomiale associée.

v/ Exercice 6 — Suites adjacentes et carré parfait

Suites adjacentes

Deux suites (a,) et (b,) sont dites adjacentes si (a,) est croissante, (b,) est
décroissante, et b,, — a, — 0. Elles convergent alors vers une limite commune £, avec
a, < ¢ < b, pour tout n.

1. Montrons U,,, = 4 pour tout m = 1 par récurrence, en admettant u = 4 (donnée implicite
del’énoncé, cohérente avec aq, by bien définis nécessitantu = 2).Siu,, = 4,alorsu,,—1 =
3, donc

Upy1 = Uy —1)2 2924

Donc u,,, = 4 pour tout m = 1 par récurrence immédiate.
2.0nab2" =u,,—1eta? =u,,—2,donc
b2" —a2" = (u,, — 1) — (uy, —2) = 1.
En utilisant la factorisation X2 — Y2™ = (X — Y)(sz_1 + -+ Yzm_l) avec X =

bm,Yzamzwlum—22ﬁ>1:

2m_1
m m m_1_ m_
1=b2" —a%" =(by—ay) Y bKad 1K= (b, —ay)-2M a3 L.
k=0

% Astuce du chercheur

Comme a,, =1 (caru,, =4 = U, —2=2 = a,, = (U, —2)12" =21/12™ 5 1),
ona aﬁqm_l > 1, donc la somme de droite est = 2™ : ceci donne directement

1
7

b,—-an=

3. Monotonie de (a,,).Onau,,, 1 —2 = (U, — 1)2 — 2.1l faut comparer Ay = Uyt —
212" eta = (u,, —2)12™. Or

2m+1

Am+1

=Upy —2= Uy -1)2-2,
et 'on souhaite comparer a a%nmﬂ = (U, — 2)2. Le calcul (u,, — 1)2 -2—-(uy, — 2)2 =
(u, - 2u,, — 1) — (u3, —4u,, +4) =2u,, —5=2-4—-5=3> 0 (car u,, = 4), donc

2m+1 2m+

1 18 .
m+1 > Aam , Cesta-dire a1 > a;, : (@) est croissante.

a
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Monotonie de (bm).Deméme,bgnn:rl1 =Umy1—1= (U, —-1)%-1 etb?nm+1 = (U, —1)2.

Comme (u,,, —1)2 =1 < (u,, — 1)2,ona b1 < byt (byy,) est décroissante.

Avec b,,, — a,,;, = 0 (question 2), (a,,) et (b,,) sont adjacentes, donc convergent vers une
limite commune €. Comme a,, = (U, — 2)1/2m =>4- 2)1/2m =2112™ 1 et que (a,,)
croit, € = 1; et b,;; < uq — 1 borné, avec un argument similaire on a £ < 2 (la suite reste
strictement sous une borne liée a la croissance quadratique de u,,). D'ou € €]1, 2[.

4. Puisque b,Znm = U;, — 1, on a directement
Uy, =b2" +1.

Orb,, —» et b2mm = U, — 1 converge avec U,,, — + en réalité (car U1 = (Up, — 1)
croit tres vite) ; le passage a la limite doit ici se lire a m fixé : u,, = a?nm +2 = b2mm +1,et
comme d,,, b,, = avecb,, —a,, <1/2™ — 0, on a pour m donné :

1e2™ | = [azmmj (approximativement, car d,,, < € < b,,, et b%qm - a?nm =1),
ce qui donne 1e2™" ] = Uy —2= a%qm (la partie entiére de 2™, encadrée strictement entre
2m 2m
ap, =Uu,—2etb;, =u, —1,vautexactement u,, —2). Donc

m m Y
1027 42 =up =bZ" +1 = (w, -DY2")" +1,

et en repartant de U, = (Up,_1 — 1)2, on voit que u,,, est le carré de I'entier u,,_1 — 1 :
2m _ _ _ 2 . 2 .
[ |+ 2 =u, = (U;,_1 — 1) estbien un carré parfait.

La structure de cet exercice est typique des «suites doublement exponentielles» : on
. m m . . .
encadre U,,, par deux suites a?n et b%n qui se resserrent, ce qui permet d’extraire une
m
information sur la partie entiére de 2 — une technique that revient réguliérement

dans les exercices de constante de Vijayaraghavan ou d’irrationalité.

v/ Exercice 7 — Une suite qui ne peut pas exister

Raisonnement par I’absurde. Supposons qu'une telle suite existe : (Uj,) >0, tous les u, >0,

etu,,> =.,u,,1 — /U, pour tout n.

# Méthode

Quand un exercice demande de montrer qu'une suite ne peut pas exister, la stratégie
standard est : (1) supposer quelle existe, (2) en déduire des propriétés de plus en
plus contraignantes (monotonie, bornes), (3) aboutir a une contradiction numérique
explicite.

Etape 1: monotonie. Comme U,,,» > 0,0na /U1 — /U, > 0,donc u,.q > u,: (u,) est
strictement croissante. (1)
Etape 2 : une majoration. De u,,, 1 > u, (par l'étape 1 décalée d'un indice), on a U, >
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Up41,donc

JUnt1 —Un > Upnp1 = JUnp1 (1= JUngr) > Un > 0.
Donc 1 — \Ju, ;1 > 0, c’est-a-dire
Upe1 <1 pour tout n. (2)

Etape 3 : convergence et contradiction. D’aprés (1), (u,,) est croissante; d’aprés (2), elle est
majorée par 1. Donc (u,,) converge vers une limite £ = 0. En passant a la limite dans la relation
de récurrence : £ = /8 — /0 = 0, donc € = 0, c’est-a-dire Alg}o u, =0.

Or (u,,) est croissante et u,, > 0 pour tout n, donc en particulier pourn = 1, u,, > ug >0,
ce qui force & = ugy > 0.

A Piege classique

Voila la contradiction recherchée : on a montré a la fois € = O et € = ug > 0. Clest
absurde!

Conclusion. L'hypothese d’existence d’une telle suite mene a une contradiction : une telle
suite ne peut pas exister.

Schéma de preuve a retenir pour les suites «impossibles» : croissance = majoration
= convergence = passage a la limite dans la récurrence = confrontation de la limite
obtenue avec une borne déja connue.

v/ Exercice 8 — Sous-additivité et majoration

1. Pour (x, y) = (0, 0) (licitecar 0+0 =< 1), ’hypotheése donne f(0) = f(0)+f(0) = 2f(0),
donc 0 = f(0). Mais f est a valeurs positives sur [0, 1], donc f(0) = 0. D'ou f(0) = 0.

2.0nnote f (1) = 1 (donné). Soit x € [%, 1].Alors 1-x € [O, %] C[0,1]etx+(1—x) =
1 < 1, donc I'hypothése de sous-additivité s’applique :

fFO+fA-x)=f(x+(1-x)=f1)=1.

A Piége classique

Attention au sens de l'inégalité : 'hypothese est f (x + y) = f(x) + f(y), donc f(x) +
f(1-=x)=<f()=1,etnonlinverse!

Comme f (1 — x) =0,onendéduit f(x) <1 <2xcarx = % = 2x = 1.Dou f(x) < 2x
1
pour X € [E' 1].

3. Soit x € ]0, %[ Puisque lim n = +o, pour £ = % > 0 fixé, il existe N € N tel que

pour toutn > N, n > %, c’est-a-dire nx > % 1l suffit de prendre n = N + 1 € N* pour

1
obtenir nx > 5
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4. Par sous-additivité itérée (récurrence immédiate sur k, valable tant que kx < 1) :

f(kx) =k f(x) pour tout entier K tel que kx < 1.

Sous-additivité itérée

Sif(x+y)=f(x)+ f(y)deésque x +y <1, alors par récurrence, f(nx) = n f(x)
tant que nx < 1 : c’est la généralisation naturelle de I'hypothése a n termes égaux.

Pour x €]0, %[, soit nl'entier dela question 3 tel que nx > % ; on choisit le plus petit tel entier,
donc(n—1)x < I < 1, ce qui assure que f'((n—1)x) est bien défini et que f (nx) = nf(x)
reste valable pour les itérations jusqu’a 1'indice pertinent. Avec nx € %, 1| ou proche, la
question 2 donne f(nx) < 2nx, donc combiné a f(nx) = nf(x) (valable pour n tel que
nx<1):

nf(x) < fnx) <2nx = f(x) <2x.

Pourx=0:f(0)=0=<2-0=0.v

Conclusion. On a montré f(x) < 2x pour tout x € [0, 1].

Le schéma «sous-additivité + valeur connue en un point = contrdle linéaire partout»
est une signature classique : on encadre d’abord sur la moitié «facile» de I'intervalle (ici
[%, 1] via (1)), puis on rabat le reste de l'intervalle par dilatation x - nx.
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v/ Exercice 9 — Sommes de deux carrés et puissances de 2

1.Soit N = a? + b2 un multiple de 4. Modulo 4, un carré vaut O (si le nombre est pair) ou
1 (si le nombre est impair) : en effet (2k)? = 4k? = O et Rk + 1)2 = 4k? + 4k +1 =1
(mod 4).

Carrés modulo 4

Pour tout entier n, n%2 = 0 (mod 4) si n est pair, et n2 =1 (mod 4) sin est impair.

Donc a? + b2 (mod 4) € {0, 1, 2} selon les parités de a, b : 0 si a, b pairs; 1 sil'un est pair
et I'autre impair; 2 si a, b impairs. Pour que a® + b% = 0 (mod 4), il faut donc que a et b
soient tous deux pairs.

2. Procédons par récurrence forte sur n = 1 (le cas n = 0 donnant 20 = 1 = a? + b? avec
a, b € N*, impossible car a? +b?% = 2).
Supposons que 22" = g2 4+ b2 admette une solution pour un certain n = 1 minimal. Comme
221 = 4™ est un multiple de 4 (car n = 1), la question 1 donne a, b pairs: a = 2a’, b = 2b’.
Alors

22N =4(a? +b?) = 22772 =q"2 1+ p2,

22(n=1) = 4’2 4 p'2 contredisant la minimalité de n

ce qui fournit une solution a 1’'équation
(saufsin —1 = 0, traité séparément : 20 = 1 ne se décompose pas en somme de deux carrés

d’entiers > 0, contradiction immédiate).

* Astuce du chercheur

C’est I’esprit de la descente infinie de Fermat : on suppose une solution minimale, on
en construit une plus petite, contradiction. Le cas de base (20 = 1) doit toujours étre
vérifié séparément car la division par 2 n’est plus possible.

Donc I'équation 221 = g2 4 b2 n’admet aucune solution dans (N*)Z.

3. Cherchons les solutions de 227"+l = g¢2 + b2 Pourn = 0: 2 = a2 + b2, dont la seule
solution dans (N*)2 esta=b = 1.

Pourn = 1:22n+1 = 2.47 st un multiple de 4, donc par la question 1, a, b sont pairs :
a=2a,b=2b’,et

220t = 4(a? +b?) = 22"l =a2 + b2
En itérant cette division par 2 (descente), on aboutit apres n étapes a
21 — a(n)2 + b(n)2'
aveca =2"a™, b =2"bM et a™ = b(™M =1 (seule solution de 2 = x2 + y2). D'ou
a=b=2".

Les solutions de 227t1 = 42 + b2 dans (N*)2 sonta = b = 2.

La méthode de descente (diviser par 2 tant que c’est possible, identifier le cas de base) est
la technique de référence pour toute équation diophantienne portant sur des puissances
de 2.
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v Exercice 10 — Rationalité forcée

LPourm=0:a°-b%=1-1=0¢€ Z (trivial). Pourm=1:a—b € Z.Pour m = 2 :
a’? -b%2eZ.0r
a? —b? = (a-b)(a+D).

# Méthode

L'idée est de combiner les relations pour différents m afin d’isoler a et b séparément,
ou de montrer qu’ils sont solutions d 'une équation polynomiale a coefficients entiers, ce
qui forcera leur rationalité (théoreme des racines rationnelles, ou argument direct).

Posons6 =a—b e Zeto, =a%2-b2=6(a+b)eZ.

Cas 6 # O:alorsa+b = 0,/6 € Q,etcombinfaa—-b =6 € Z C Q, on obtient
2a=(a+b)+ (a—b)eQdonca e Q,etdeméme b € Q.

Cas 6 = 0:alors a = b, valeur commune qui peut étre n'importe quel réel strictement positif
sans que I'hypotheése a™ — b'™ = 0 € Z (toujours vraie) n’apporte d’information. Ce cas est
dégénéré et sans intérét pour 1’exercice; on suppose donc implicitement a # b dans la suite,
ce qui place le travail dans le cas 6 # O ci-dessus : a, b € Q.

2 u v
2. Ecrivons a = < b= gen fractions irréductibles (uAc =1, vAd =1).Pourm € N,

m m maJm m,-m
am _pm 2 U7 YT _umd” —ymen
Donc ¢™d™ | u™d™ — v™c¢™. En particulier ¢ | u™d™ — v™c™, donc ¢ | u™d™
(puisque ¢™ divise 'autre terme trivialement). Comme u A ¢ = 1 donc u™ A ¢™ =1 (par
le lemme de Gauss / Bézout itéré), on en déduit ¢ | d™.
Par un raisonnement symétrique (en regardant la divisibilité par d™), on obtient d™ | c™.

* Astuce du chercheur

c™ | d™etd™ | ¢c™ entrainent ¢ = d™ (entiers positifs), donc ¢ = d (racine
m-iéme, pour un m = 1 quelconque, ou simplement m = 1 suffit une fois la relation
établie pour tout m).

3. Supposons d # 1 et soit p un nombre premier divisant d (donc d = ¢, et p | ¢). Puisque
a-b=2""ez (casm = 1 del’hypothese),ona c | u—v,doncen particulierp | ¢ | u—v.
Soit s = v, (u—v) = 1lavaluation p-adique de u—V (la plus grande puissance de p divisant
u-—v).

On utilise I'identité de factorisation

k=1
uk —vk = (u-v) Z ulvk=1-1,
i=0

k-=1

Montrons que z ulvk=1-1 = k yk=1 (mod p). Comme p | u—v,onau =v (mod p),
i=0

donc pour chaque i :

uivk=1-i = yiyk=1-i = yk=1 (104 p),

et en sommant les k termes (i =0, ..., k—1):

k=1
z ulvk=1-1 = kyk-1  (mod p).
=0
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4. Posons k = sp+ 1. Alors k = 1 (mod p) (puisque Kk =1 = sp = 0 (mod p)), donc
kuvk-1 = yk-1 (mod p).Comme p f v (caruAd=1etp|d),ona vk=1 =0 (mod p),

donc
k-1

Z ulvk-1-1 = yk=1 £ 0 (mod p),
i=0

k=1
c’est-a-dire p ¢ z ulyk-1-1,

i=0
Or u — v est divisible par p°® exactement (par définition de s), donc uk — vk =(u-v)-2
avec p t X, ce qui donne Vp (uk — Vk) =V, (u — v) = s exactement. En particulier

pStly (uk — vk, donc a fortiori pkKt (uk —vk) des quek > s,

ce qui est le cas puisque k = sp+1 > spourp = 1.
Mais d’apres la question 2 (avec ¢ = d), ck | ukdk — ykck = Ck(uk - Uk) — autrement
dit, en reprenant I'argument de la question 2 appliqué a l'exposant k, d k = ck doit diviser

k uk_vk

uk — vk pour que ak — bk € Z (puisque ¢ = d implique ak — bk = ok qui doit étre

entier). Donc ck | uk — vk, et en particulier pk | ck | uk — yk (car p | ¢). Ceci contredit
pk It (uk — Uk) établi ci-dessus.

A Piége classique

La contradiction est obtenue en confrontant deux informations sur la valuation p-adique
de uk — vk : d’un coté elle vaut exactement s (donc < k), de l'autre elle doit étre
= k pour que ak — bK soit entier. C’est I'essence de toute la démonstration : choisir
k = sp + 1 rend ces deux contraintes incompatibles.

Conclusion. Lhypothése d # 1 estabsurde, doncd = 1, etde méme ¢ = 1 (puisque ¢ = d).
Ainsia=u € N* C Zetb =v € N* C Z: a et b sont en fait des entiers.

Cet exercice illustre une technique puissante : 'usage de la valuation p-adique pour
transformer une contrainte de divisibilité en contradiction arithmétique précise. Le choix
de 'exposant k = sp + 1 n’est jamais arbitraire : il est calibré pour égaler 1 modulo p,
isolant ainsi exactement le terme vX~1 non divisible par p.

v/ Exercice 11 — Sommes de parties entiéres et PGCD

Partie entiére et complément

Pour tout réel x non entier, E(x) + E(—x) = —1,et E(x) + E(n — x) = n — 1 pour
neZsix¢Z;sixeZ, E(x)+ E(n—x)=n.

1.Pour k € [1,b—1],posons k" = b—k € [1, b—1] également. Quand k parcourt [1, b—1],
k" =b — k aussi. On a

a

E(k'-2)=E((b- k)%) = E(a- kB).

o Q
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Donc b1 b1
N a N a
> Elkz)= > E(a-kg
= ( b ) = ( b )
(simple changement d’indice k & b — k dans la somme). En additionnant les deux écritures

de la méme somme :

b-1 a _b—l a b-—1 _a =b—l a _.a
Zk; E(kp) = k; E(kp)+ kzlE(“ k) Z [£(k5) + E(a-kg)].
2.Sik- % € N,alorsa — k- % € Z également (différence d"un entier a et d’un entier), donc
E(k3)+E(a—kp)=kp +(a-k3)=a.

AR

a a b -
E(kE) + 0 avec 6 €10, 1[. Alors a — kE = (a - E(k%)) — 0, et comme a — E(k%) est
entieret 0 €10, 1,

Sik- % ¢ N (donc ¢ Z puisque c’est un rationnel positif inférieur a a), on écrit k

E(a—k%) = a—E(k%) ~1.

DoncE(k%)+E(a—k%) =a-1.

3. D’apres la question 2, k - % € N équivauta b | ka. Comme a A b =: §,enposant a = 6a’,
b =6b aveca’ A b’ =1, la condition b | ka devient 6b’ | kb6a’, soit b’ | ka’, et comme
a’' Ab’” =1, parlelemme de Gauss: b’ | k.

Pour k € [1, b — 1], les multiples de b” dans cet intervalle sont b’, 2b’, ..., (6 — 1)b’ (car
b = 6b’, doncle multiple suivant serait 6b" = b, exclu).Ily enaexactement 6—1 = aAb—1.

4. D’apres la question 1 et les questions 2-3 : parmi les b — 1 termes de la somme
b-1
2 [E(k%) + E(a - k%)], ilyenaaA b —1 quivalent a (cas k% € N) etles (b —
k=1
1) = (aAb—1) =b — a A b restants qui valent a — 1. En notant 6§ = a A b, la question 1

donne :

b-1
2 ) E(kp)=06-1-a+®B-06)-(a-1).
k=1

Développons le membre de droite :

b6-1a+b-6)(a-1)=6a—a+ab—-b—-6a+6=ab—a—-b+6.

D’ou
2bilﬂ(k“) b b+6 b b— ab 2bilﬂ(k 9
~|=ab-—a-b+6 = |[aAb=a+b—-ab+ =
k=1 b k=1 b

A Piége classique

Le signe devant ab est négatif, pas positif : c’est 1'erreur la plus fréquente dans ce
calcul. Une vérification numérique rapide (par exemple a = 3,b = 5:gcd = 1,
i EBKk/5) =0+1+1+2=4et3+5—15+8 = 1) permet de repérer
immédiatement une erreur de signe.
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* Astuce du chercheur

Ce type de formule (liant le PGCD a une somme de parties entieres) est I’analogue
arithmétique discret de la formule de réciprocité de Dedekind; elle est 1'occasion
classique de manipuler avec soin les cas «entier / non entier» de la partie entiere.

5. Par symétrie durdle de aet b (e PGCD a A b = b A a est symétrique), la méme formule
appliquée en échangeant a et b donne

a-1 b
aANb=a+b—-ab+?2 z E(k-—).
K=1 a

En comparant les deux expressions de a A b, les termes a + b — ab sont communs, donc

Les deux sommes sont toujours égales, quels que soient a, b € N* : c’est une identité
de réciprocité remarquable, indépendante de la valeur du PGCD.

v Exercice 12 — Ordre multiplicatif & nombres de Mersenne

1. La suite (r';) jey prend ses valeurs dans {0, 1, ..., n—1}, un ensemble fini a n éléments. Par
le principe des tiroirs, parmi les n+ 1 premiers termes r, 'y, ..., I',, deux doivent coincider :
ilexiste i < j dans [0, n] telsquer; =r;.
2.1; = signifie a' = a/ (mod n). Comme aAn = 1,onaa’ An = 1 donc a’ est inversible

modulo n; en multipliant par I'inverse de a' :
a/7'=1 (mod n).
Avec k = j—i € N* (car i < j), on obtient I'existence recherchée.
3.Soit ¢ € N tel que a? = 1 (mod n). Effectuons la division euclidienne de q par o(a) :
q=o0(a)-Q+ Ravec0 < R < o(a). Alors
ad = (a°@)? . gR =1Q . gR = gR (mod n).

Donc a9 = 1 (mod n) entraine al =1 (mod n). Mais 0 <= R < o(a) et o(a) est par
définition le plus petit entier strictement positif vérifiant cette congruence; donc R = 0 (sinon
R contredirait la minimalité de o(a)). D'ot g = o(a) - Q : o(a) | q.

Propriété fondamentale de I'’ordre multiplicatif

a9=1 (mod n) & o(a)|q.C’estl’analogue, dans (Z/ nZ)*, du fait que I’ensemble
des multiples d"un générateur engendre tout le sous-groupe cyclique associé.

4. (a) Soitn = 2tel que n | 2™ —1, et p le plus petit diviseur premier de n. Commen | 2™ —1,
onap|2™ -1, cest-a-dire 2™ = 1 (mod p). Notons que p est nécessairement impair (car
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2™ — 1 est impair, donc p # 2),donc2 A p = 1 et 0(2) (I'ordre de 2 modulo p) est bien
défini.

D’apres la question 3, 2" =1 (mod p) = 0(2) | n.

Par ailleurs, le petit théoréeme de Fermat donne 2P -1=1 (mod p) (car p premieret p | 2),
donc toujours par la question 3, 0(2) | p — 1.

Petit théoréme de Fermat

Si p est premier et p f a, alors aP~1 =1 (mod p).

4. (b) Onaétablio(2) [ neto(2) | p—1.Donco(2) InA (p—1).

x Astuce du chercheur

Or p est le plus petit diviseur premier de n. Tout diviseur de n A (p —1) est en particulier
un diviseur de n inférieur ou égal a p — 1 < p. Mais aucun diviseur de n autre que 1
ne peut étre strictement inférieur a p par minimalité de p! Doncn A (p —1) = 1.

Ainsi 0(2) | 1, donc 0(2) = 1, c’est-a-dire 2l =1 (mod p), soit p | 1. C’est absurde car p
est premier (donc p = 2).
Conclusion. Il n’existe aucun entier n = 2 tel que n | 2™ — 1.

Ce résultat classique (“aucun nombre de Mersenne 2" — 1 n’est jamais divisible par n
lui-méme, sauf trivialement”) illustre la puissance de I’argument ordre multiplicatif +
minimalité du plus petit facteur premier. Schéma a retenir: 0(a) | neto(a) | p -1
avec p = plus petit facteur premier de n force o(a) = 1 par un argument de taille, d’ot1
une contradiction immédiate.
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© Géométrie & complexes — Corrections

v Exercice 13 — Encadrement sur le cercle unité

Factorisation par I’arc moitié

Pour z = e'f,onaz—1=elt —1 = et/2 (git/2 — g=it/2) = 2isin( ) e't’2 dou

wld)

1. Posons a = sin(%). D’apreés le rappel, |2 — 1| = 2|al.

Pour |1 + 22|, on écrit 1 + 22 = 1 + e2it = glit (e_it + eit) = 2 cos(t) e't, donc

N =+

lz—1]=2

11+ 22| = 2|cost].

) =1- 2(12,on obtient

N =+

En utilisant cos t = 1 — 2 sin? (

11+ 22 =2]1-242|.

D’oul

|z = 11 +11 + 22| = 2lal + 2|1 - 24?|.

% Astuce du chercheur

La factorisation par 1’arc moitié (eit —1 = 2isin(t/2)elt/ 2 ) est LE réflexe a avoir pour
tout module de la forme |e't — 1] : elle transforme un module de différence en un sinus
pur, sans aucune racine carrée a manipuler.

2. Posons f'(a) = 2|al + 2|1 — 2a?| pour a € [—1, 1] (puisque a = sin(t/2) € [-1,1]).La
fonction f* est paire, étudions-la pour a € [0, 1] :

2a+2(1 —2a?%)=—-4a%2 +2a+2 siOgasiz (car 1 —2a2 = 0)

f(a)= 1
2a+22a%?-1)=4a% +2a-2 siﬁsasl (car 1 — 2a2 < 0)

Sur [0, %] : fla) = —4a? + 2a + 2 est une parabole de sommet en a = & valeur

8~ 4

sl 1f(1)——1+1+2—9- bornes, £(0) = 2et f| = | = —2+v2+2 =
1maile locale 4 = 4 2 = 4,auX ornes, = e ﬁ = =
V2

Sur [% 1] : f(a) = 4a? + 2a — 2 est strictement croissante (dérivée 8a + 2 > 0), de
L — 3 —] — =

f(ﬁ) V2af(l)=4+2-2=4.
# Méthode

Le minimum de f sur [0, 1] est donc atteint exactement au point de raccordement a =

%, ol f passe d'une parabole concave (qui redescend) a une parabole convexe (qui

remonte) : c’est typiquement la que se cache le minimum d’une fonction définie par
morceaux via une valeur absolue.
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Le minimum de f sur [0, %] estmin(f (0), f(l/\/i)) = min(2, \/5) =2 (la parabole étant

concave, son minimum sur l'intervalle est a I'une des deux bornes). Le maximum sur [%, 1]

est f (1) = 4 (croissance stricte). Globalement sur [0, 1] (donc sur [—1, 1] par parité) :

min __f(a) = V2, f(a) =

€[-1,1] [11]

On conclut

V2 <= 1z-1+11+2% < 4

I .
Egalité a gauche: a = soitt = to (mod 211) essentiellement, c’est-a-dire 2 = +1I.

J_

Egalité adroite: a = 1, soitt = m (imod 211), 'est-a-dire z = —1.

v/ Exercice 14 — Inégalité optimale sur le cercle unité

1. Par l'inégalité triangulaire, [z — 1| < [z|+ 1 = 2 et IZ2 —z+1| =< IZI2 +1]z|+1=3.0n
en déduit

3lz—-1|—-12%2-2+1/<3-2-0=6 et 3lz—-1]—-122-2+1|=3-0-3=-3.

Conclusion : cet encadrement grossier (—3 =< --- < 6) est bien plus large que 1’encadrement
annoncé [— 1, Q] : 'inégalité triangulaire seule ne suffit pas, il faut affiner.

A Piege classique

C’est I'écueil classique : I'inégalité triangulaire est souvent le premier réflexe, mais elle

ignore la contrainte |2| = 1 couplée entre les deux termes (le méme z apparait dans
les deux modules). Une approche purement indépendante terme & terme perd cette
corrélation.

2.Pour|z|=1,zZz=1doncz =1/z. Calculons |22 — 2 + 1|2 = (Z Z+1)(22—Z+1)
en développant via la formule |A — B + C|% = |A|* +|B|? +|C|? — 2Re(AB) + 2Re(AC) —
2Re(BC) avec A =22, B=2,C=1.

# Méthode

Pour un module au carré d’'une somme de plusieurs termes complexes, développer
systématiquement via les parties réelles des produits croisés plutoét que d’essayer de
factoriser directement : c’est plus stir et plus mécanique.

Avec|z|=1:|A1? =222 =1,|B]?2 = |22 = 1 ICI? =1.EtAB =222 =2z (carzz = 1),
donc Ee(AB) Re(2). De méme AC = 22 donc Re(AC) = Re(zz), et BC = z donc
Re(BC) = Re(z). D'out

122 —2+1%2=1+1+1-2Re(2) + 2Re(2?2) — 2Re(2) = 3 — 4Re(2) + 2Re(2?).
3. Pour z = €19, Re(22) = cos(20) = 2cos2 0 — 1 = 2Re(2)2 — 1. Donc
Re(22) = 2Re(2)? — 1.
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rappel de l'exercice 13), donc x2 = 4sin? Q =2(1 -
pp 7

sin Q
2

Par ailleurs, x = |z — 1| = 2

cos ) = 2 — 2Re(2), d’out
x2
Re(z) = 1- 7
4. En substituant dans I'expression de la question 2 :

122 — 2z + 12 = 3 —4Re(2) + 2(2Re(2)? — 1) = 1 — 4Re(2) + 4Re(2)? = (1 — 2Re(2))°.

x2

5 :1=2Re(2) =1—-2+x2 =x2 -1, donc

AvecRe(2) =1 —

122 —2+12=(x2-1)2 = 122 -2+ 1| =|x%2-1].

D’ou
Blz=1]—122 —z+1]=3x—|x%2 -1].

* Astuce du chercheur

Tout le travail des questions 2-3-4 consiste a exprimer le second module en fonction de la
méme variable X = |2 — 1| que le premier : c’est ce qui permet de tout ramener a I'étude
d"une fonction réelle d'une seule variable.

5. Soit f(x) = 3x —|x? — 1| pour x € R.

3x—(1—x2)=x2+3x—1 si|x|<1
3x = (x2=1)==x2+3x+1 si|x|>1

oo

Sur [-1,1]: f(x) = x2 4+ 3x — 1, parabole convexe, f'(x) = 2x + 3, qui s'annule en

X = —% ¢ [—1,1]: f est donc strictement croissante sur [—1, 1] (car f'(x) = 2(-1)+3 =
1>0).f(-1)=1-3-1=-3,f(1)=14+3-1=3.

Sur[1,+[: f(x) = —x2 + 3x + 1, parabole concave, f'(x) = —2x + 3, s'annuleen x = %
Maximumlocalf(%) = —%+%+1 = %.Onaf(l) = —-14+3+1 = 3et f décroit ensuite
vers —o.
3
x | -1 1 3
fal-3 »~ 3 B N

6. Lorsque z décrit U, 0 décrit R et x = 2|sin(0/2)| décrit [0, 2] (valeur O en 6 = 0, valeur
2en 0 =11).

7. D’apres le tableau de variations, sur [0, 2] : f est croissante sur [0,1] de f(0) = =1 a
f (1) = 3, puis sur [1,2], f croit jusqu’au maximum f(3/2) = 13/4 puis redescend a
f(2) =-4+6+1 = 3. Le minimum de f sur [0, 2] est donc f(0) = —1, et le maximum

est f(3/2) = 14—3 :
-1 < f(x) < % pour x € [0, 2],

c’est-a-dire exactement

-1 <3lz=1|—-12%2-2+1| < 14—3.
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8. (a) I'1 = {|z| = 1} est le cercle trigonométrique de centre O, rayon 1. I'y = {|z — 1| = %}

est le cercle de centre 1 (le point d’affixe 1), de rayon E

2
Pour trouver les points d’intersection, on résout [z] = 1l et |2 — 1| = % En coordonnées
Z=u+iv: 3
u2 +v2=1, (u_1)2+U2=Z'
2 2 9 5 1 5
En soustrayant : u“ — (u — 1)< =1 — 1 soit 2u — 1 = Y doncu = ~3 Alors v =
_2-1_1 _863 _ V63 _  3V7
l1-u“=1 64—64,doncv—i 3 ==+ g
. . . 1 . 3v7
Les points d’intersection sont 2 = -3 x1 3

8. (b) La valeur —1 est atteinte en x = 0, c’est-a-dire z = 1 (puisque |z — 1| = 0). La valeur

3 3 3
v est atteinte en x = 57 c’est-a-dire |2 — 1| = = : ce sont exactement les pointsde I'y N I,

l+i—3ﬁ,
8~ 8

2

trouvés en (a), soit 2 = —

N

Le point-clé méthodologique de cet exercice : transformer une inégalité a variable
complexe en une étude de fonction réelle a une variable (x = [z — 1]), via une
identification habile des parties réelles. C’est une technique tres transférable a tout

probleme d’optimisation sur le cercle unité.

v/ Exercice 15 — Inégalité différentielle globale

1. Pour tout x € R, [f (X)) + |f"(x) + 1] = 1. En particulier |f'(x) + 1| = 1 —|[f(x)| = 1,
donc -1 < f'(x) +1 <1, soit
-2=<f'(x) <0.

En particulier f’(x) < 0 pour tout X : f est décroissante.

2. (a) Supposons f (a) < 0 pour un certain a € R. Comme | est décroissante (question 1),
pourtout x = a: f(x) < f(a) <0,donc|f (x)|=—-f(x) =—f(a) > 0.
L'hypothese donne |f (x)| + |f'(x) + 1| = 1, donc

FFe)+l=s1-1f)I=1-(-f(@)=1+f(a).

Comme f'(x) < 0 (question 1), f'(x) + 1 < 1; et I'inégalité ci-dessus donne f'(x) +1 =
—(1 + f(a)), mais on veut surtout la majoration de f’(x) :

FFO+1=If')+1=1+f(a) = f'(xX)=f(a).

Dong, pour tout x = a, f'(x) < f(a).

2. (b) Pour x = a, en intégrant l'inégalité f'(t) < f(a) sur [a, x] :

f(x)—f(a)=/ £ () dts/ f(a) dt = F(@)(x - a).
a a
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Donc f(x) < f(a)+ f(a)(x—a) = f(a)(1+x—a).Comme f(a)<Oetl+x—a — +
quand X — 4o, 0ona f(a)(1 + x — a) - —« (produit d'un nombre négatif fixé par une
quantité qui tend vers +). Par comparaison,

Am f ) = —e.

Contradiction : d’apres l'inégalité de 1’énoncé, |f(x)| < 1 pour tout x (car [f(x)] = 1 —
If"(x) + 1| = 1),donc f(x) = —1 pour tout x, ce qui est incompatible avec f (x) — —o°.

A Piége classique

Le point essentiel a ne pas manquer : |f (x)| = 1 découle directement de 1’hypothese
globale | (x)| + |f"(x) + 1] = 1 (le second terme étant positif). Cette borne est ce qui
rend la limite —o absurde.

3. D’apres 2(a)-(b), supposer f(a) < 0 pour un certain a meéne a une contradiction : donc
f(x) = 0 pour tout x € R. En particulier f = 0 partout, et f est décroissante (question 1).
Montrons qu’il n’existe pas a € R tel que f(a) > 0, par un argument symétrique a celui de
la question 2, mais appliqué vers —o.

# Méthode

f est décroissante : la situation vers — est le miroir de la situation vers +». Pour X < q,
c’est désormais f(x) = f(a) (et non <), ce qui va permettre de faire diverger f vers
+0o0 en reculant, a confronter avec la méme borne |f| < 1.

Supposons par 'absurde f(a) > 0 pour un certain a € R. Pour x < @, par décroissance de

f:f(x)=f(a)>0,donc|f (x)| = f(x) = f(a).
Lhypothese | f (x)| + |f"(x) + 1] < 1 donne alors

ff ) +1=1-f(x)=1-f(a).

Pour exploiter cette information, utilisons directement la borne supérieure de la valeur
absolue : comme f(x) = f(a) >0 pour x <g,onal —f(x) <1-f(a) <1,donc

IffX)+1l=sl-f(X¥)=1-f(a = fX+1=1-f(a) = f'(X)=-f(a).

Ainsi, pour tout X < a: f'(x) < —f(a) < 0 (constante strictement négative, indépendante
de x).

En intégrant cette inégalité sur [x, a] pour x < a:

a a
f(a)—f(x)=/ ) dts/ (—f(@)) dt = —f(a)(a - x).

Donc
f)=f@+f@a-x)=fa(l+a-x).

Quand x » —, 1 +a— x — +, et comme f(a) >0:
Am ) f(X) = +ee.

Contradiction : on a établi que | (x)| = 1 pourtout x € R (car |f (X)) <= 1—-|f"(x)+1] =1,
I'hypotheése étant valable sur tout R), donc f(x) < 1 pour tout X, ce qui est incompatible
avec f(x) — 4+ quand x — —oo.

Conclusion. Il n'existe pas a € R tel que f(a) > 0. Combiné a f = 0 partout (établi en
début de question), on conclut

f =0surR.
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A Piége classique

La question 3 est I'exact miroir de la question 2, mais le piége est de croire que la
décroissance de f joue le méme réle dans les deux sens : en réalité, c’est parce que
f décroit que reculer vers — fait croitre f, symétriquement a I’argument ot avancer
vers + le fait décroitre. Bien identifier le sens de I'inégalité différentielle a chaque étape
(f'(x) = f(a) contre f'(x) < —f'(a)) est essentiel.

Le résultat final de cet exercice est que la seule fonction compatible avec |f|+|f "+ 1| < 1
partout est f = 0 : on l'obtient en excluant successivement f(a) < 0 (question 2) et
f(a) > 0 (question 3), ne laissant que f = 0 comme seule possibilité. Le schéma de
preuve par double exclusion (signe strictement négatif, puis signe strictement positif)
est une stratégie classique pour les inégalités différentielles globales sur R.

v Exercice 16 — Périodicité et minimum d’une somme de cosinus

1. Supposons a = % € Qavecp € Z,q € N* Posons T = 211 q. Alors

fa(x+T)=cos(x +2mq) + cos(a(x +2mq)) = cos X + cos(ax + 2maq).

Oraq = % -q=p € Z,donc 2maq = 21 p est un multiple entier de 211, donc

cos(ax + 2maq) = cos(ax + 2mp) = cos(ax).

Dot f ,(x + T) = cos x + cos(ax) = f ,(x) : f 4 est périodique (de période T = 211q).

2. Supposons f , périodique, de période T > 0: f ,(x + T) = f 4(x) pour tout Xx.
# Méthode

Pour montrer qu'une combinaison de cosinus a fréquences incommensurables ne peut
étre périodique, on exploite les points olt le maximum global 2 est atteint : f ;(x) = 2
équivaut a cos x = 1 ET cos(ax) = 1 simultanément (somme de deux termes chacun
< 1, valant 2 seulement si chacun vaut 1).

fa(0) = 2 est le maximum global de f, (somme de deux cosinus, chacun < 1). Par
périodicité, f ,(nT) = f,(0) = 2 pour tout n € Z, donc cos(nT) = 1 et cos(anT) =1
pour tout n € Z. La condition cos(nT) = 1 pour tout n € Z impose T € 2mQ... plus
précisément, T doit étre un multiple de 211 par un rationnel pour que nT € 207 ait des
solutions structurées; en fait cos(T') = 1 donne directement T = 2mk pour un k € N*
(période minimale positive, T > 0).

De méme cos(aT) = 1 donne aT = 2mm pour un m € Z. En combinant T = 21k et
aT =2mm:

a-2nk=2mm = a=%e@.
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f q est périodique <= a € Q.

C’est un résultat classique sur les sommes de fonctions trigonométriques a fréquences
distinctes : la périodicité globale exige la commensurabilité (rapport rationnel) des
fréquences.

3. m(a) = min (cos X + cos(ax)). Effectuons le changement de variable y = ax (donc x =
xER 8

y/a,bijectionde R sur R cara # 0) :

fa(x) = cos(%) +cos(y) = f1/4(V)-

Comme x — y = ax est une bijection de R sur R, les ensembles de valeurs prises par f , et
f'1/q sont identiques, donc

m(a) = min f4(x) = %ﬁ. f1a(y) =m(1/a).

4. Soit a € ]%, 1[. On cherche x tel que f,(x) < —1, ce qui donnera m(a) < —1 par un

exemple explicite. Essayons x = I :

f 4(IT) = cos I + cos(am) = —1 + cos(am).

I
Comme a € ]%, 1[, am € ]5, II [, donc cos(am) < O strictement (cosinus négatif sur ce

quadrant), d’ot1
fa(m) =—1+cos(am) < —1.

Donc m(a) < f ,(1) < =1 = -1, soit m(a) = -1.

% Astuce du chercheur

Le point x = II est le candidat naturel : c’est 1a ot1 cos X atteint déja son minimum —1,
et il suffit de vérifier que cos(aIr) y est strictement négatif pour gagner un peu plus que
—1.

5. Calcul de m(3). On cherche min, (cos x +cos(3x)). Utilisons cos(3x) = 4 cos3 x — 3 cos X
et posons ¢ =cos x € [—1,1]:

g(c) =c+4c3-3c=4c3-2c.

g (c)=12¢%2-2=0 = c?2 =

_—4+12_ 8 _ 4 =4J6=2J€
616 6J6 3v6 18 9 -

g(i)—zl. 1 2 _ 4 2 _4-12_ -8 _ 26
V6 66 V6 6v6 V6 66 66 9 -
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Comparons aux bornes: g(—=1) = =4 +2 = -2, g(1) =4 — 2 = 2. Le minimum de g sur

[—1, 1] est donc
min (g(—l), g(%)) = min (—2, —?)

- 26 _ 4,899
Numériquement —— =

9 &)

=~ 0,544, donc —2 < —0,544 : le minimum global est

m@) = g(-1) = -2.

A Piége classique

Ne pas se fier uniquement aux points critiques internes : ici, le minimum est atteint au
bord du domaine ¢ € [—1,1] (en ¢ = —1, soit X = IT), pas au point critique intérieur.
Toujours comparer les valeurs aux bornes ET aux points critiques.

Vérification de m(2) = —%. On cherche min, (cos X + cos 2x). Avec cos 2x = 2 cos? x — 1

etc=cosx € [-1,1]:
h(c) =c +2c? —1.

h'(c)=1+4c=0 c=—1

I qui est bien dans [—1, 1].

1 1 1 11 2 1 8 9
h(‘z)“Z”'E‘“‘Z*ﬁ‘l“§+§‘§“§'
Comme h est une parabole convexe (coefficient de ¢? positif), ce point critique est bien un
minimum global sur R, donc en particulier sur [—1, 1] :

On vérifie bien m(2) = conforme a I’énoncé. v/

9
8/

La méthode générale pour calculer m(n) avec n € N : exprimer cos(nx) comme un
polyndme de Tchebychev T, (cos x), puis minimiser le polynéme ¢+ 7T ,,(¢) sur [—1, 1]
en comparant points critiques internes et valeurs aux bords ¢ = *1.
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Fin du recueil

«La rigueur n’est pas 'ennemie de la créativité :
elle en est le terrain d’exercice. »

Math & Expert — R. Abed, Professeur Agrége de Mathématiques

CPGE Al Zahrawi | CPGE Abulcasis
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