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Consignes

@ Calculatrice non autorisée ; téléphone et tout appareil connecté interdits.
@ Laclarté, la rigueur et la présentation entrent dans I'évaluation.

€ Tout résultat doit étre justifié ; encadrer les résultats finaux. Annoncer le type de raisonnement utilisé
(absurde, contraposée, récurrence...).

@ Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans l'ordre choisi; numéroter clairement les
questions.

@ Dans le probléeme, un résultat admis a une question antérieure peut étre réutilisé.

EXERCICE 1 - Types de raisonnement

Dans cet exercice, a et b désignent deux nombres réels.

Niveau * %

1. On considere la proposition P : Ve >0, |a —b| <e.

a) Ecrire la négation de 2. 0,25 pts |
b) Montrer, par 'absurde, I'implication (Ve >0, l[a—b| <e) = a=1. 0,75 pts |
2. Montrer l'implication : [Vz €ER, (x>a = x> b)] = a>b. 1pt |
3. Soitn € N. Montrer, par contraposée : si 8 ne divise pas n? — 1, alors n est pair. 1pt |
4. Montrer que, pour tout n € N*, le nombre v/n2 + n n’est pas un entier naturel. \E]
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EXERCICE 2 - Raisonnement par récurrence

Montrer par récurrence les propriétés suivantes.

Niveau % % &

1. VneN, 17divise 352" 4 23n+1, 10,75 pts |
n—1
2. VneN, > (2k+1)%=2n*—n2 0,75 pts |
k=0
" 4 2n +3 T
3. Pourn € N*, on pose P, = (1—7>.Montrer ueVn e N*, P = . 1 pt
" pose g (2k+1)? R " 6n+3 i
21 2n —1 PR
4. Pourn € N*, on pose S, = Z T3 Montrer que Vn € N*, S, < . 1,25 pts |
Pl " -
En déduire que, pour toutn € N*, S, < 2.
5. On s’intéresse a 'inégalité (7,): 2" > n?, oun € N.
a) Vérifier (7,,) pour n € {0,1,2,3,4} : pour lesquelles de ces valeurs est-elle vraie? 10,25 pts |
b) Montrer que, pour tout entier n > 3, 2n? > (n + 1)?, puis que (J,,) est vraie pour 10,75 pts |
tout entier n > 4.
c) Déterminer ’ensemble des entiers naturels n vérifiant (7,,). | 025pts |

EXERCICE 3 - Calcul de sommes — sommation télescopique

Niveau %

. - n(n+1)
Pourn € N*, onnote S/, = ¥ k? etonrappelle que » k= ———=.
2 ppelleque ) k==
1. Déterminer les réels «, 3, v tels que le polyndme P(X) = aX? + 3X? + v X vérifie 1pt)

VXeR,  P(X+1)—P(X)=X2
Factoriser alors P(X).

1)(2 1 R
2. En utilisant la question précédente, montrer que S, = n(n+ 23( nt ) 0,75 pts

3. On considére lasomme T, =1+ 3%+ 5% + 72 + -+ (2n + 1)

a) Ecrire T), a 'aide du symbole ¥. 10,25 pts |

b) En séparant les termes pairs et impairs de S5, ;, montrer que 7}, = 55, ., —45),. | 05pts |
1)(2 1)(2 3 PR

c) EndéduirequeTn:(n+ )(n;— )(2n + ) | 05pts |

4. OnposeUn:Zk(k+1):1><2—|—2><3—|—---+n(n+1).

k=1
a) Calculer U, al’aide de S;, et mettre le résultat sous forme factorisée. ' 0,5pts |
b) Retrouver ce résultat en vérifiant d’abord que, pour tout k£ € N*, | 05pts |

k(k+1)(k+2) — (k— Dk(k + 1) = 3k(k + 1).
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PROBLEME - Inégalités classiques et applications
Niveau % % % %

On se propose d’établir une inégalité « de somme de carrés sur somme » (lemme des fractions) et d’en tirer
plusieurs inégalités remarquables, dont celle de Nesbitt.
Partie A — Le lemme des fractions

1. Montrer que Vz,y € R, z* + y* > xy, et préciser le cas d’égalité.
2. Montrer que Vz,y,2 € R, 2%+ y? + 22 > 2y + yz + 2z, et préciser le cas d’égalité.

a®> 0 _ (a+b)? e
3. Montrer que, pour tous a,b € Retz,y € R, : — + — > R avec égalité si et
T 4 LTy
seulement si ay = bzx.

4. En déduire que, pour tous a,b,c € R} etx,y,z € R :

2 2 2 2
a_+b_ c_}(a+b+c) .
T Y z r+y+z

a?

5. Inégalité de Nesbitt. En écrivant R
b+c alb+c)

, montrer que

w

a . b . c S
b+c¢ c¢+a a+b” 2

Va,b,c € R,
et préciser le cas d’égalité.

Partie B — Applications
Dans cette partie, a, b, ¢, x, y, z désignent des réels strictement positifs.
1

1
2 + —) > 9, avec égalité si et seulementsia = b = c.
&

1
1. Montrer que (a + b+ c) (a +

1
2. Onsuppose a + b + ¢ = 1. Montrer que a? + b* + ¢? > 3 et préciser le cas d’égalité.

3. Montrer que
x Y z

>
y—|—22+z—|—2x+1’+2y/

“ Fin du sujet <
Bon courage!
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