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Introduction

La trigonométrie — du grec trigonon (triangle) et métron (mesure) — est née du besoin d’arpenter
le ciel et la Terre : les astronomes grecs (Hipparque, Ptolémée) dressent les premiéres tables de
cordes pour prédire la position des astres, tandis que les mathématiciens indiens (Aryabhata,
V¢ siécle) introduisent le sinus. Aujourd’hui, les fonctions cos et sin décrivent tout phénomene
périodique — oscillations, ondes, courant alternatif, signaux — et deviennent, avec la formule
d’Euler €' = cosz + isinz, la clé du calcul sur les nombres complexes et de I'intégration.

Boite a outils — Objectifs pédagogiques

A la fin de ce chapitre, I'éléve saura :

e placer un réel sur le cercle trigonométrique et lire cos, sin, tan;

e exploiter les formules de symétrie et les angles associés;

e résoudre les équations cos x = cos o, sinz = sin ¢, tanx = tan o et s’y ramener;
e manier les formules d’addition, de duplication et de factorisation;

e linéariser cos” z, sin” x et transformer acosz + bsinz en Rcos(x — ¢) pour résoudre
acosz + bsinz = c.

Rappel de cours

Prérequis (Tronc commun & 1" Bac). Cercle et repere orthonormé du plan; théoréme de
Pythagore; mesure d’un angle en radians (180° = 7 rad) ; fonction, parité et périodicité.

Degré | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360°
K T T T T
Radian | 0 | — — - — s 2T
6 4 3 2
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Le cercle trigonométrique et les valeurs remarquables

1. Cercle trigonomeétrique, cosinus et sinus

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O;7, 7). Le cercle trigonométrique C est le

cercle de centre O et de rayon 1, orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d"une
montre).

A tout réel x on associe I'unique point M (z) de € tel que la longueur de I'arc I 54, mesurée
dans le sens direct depuis (1, 0), soit égale a x. On appelle alors :

cos x = abscisse de M (z), sinz = ordonnée de M (x).

1 Définition de cos x et sin

)
J
e /1D M(x)
sinz 1
r
19) Ccos T T

Le réel x repére le point M (x) sur le cercle de rayon 1; son abscisse est cos x, son ordonnée sin x.

Propriété — Propriétés immédiates

Pour tout réel x et tout entier k € Z :

—1<cosz <1, —1<sinz <1, cos?z +sin’z =1,

cos(z + 2km) = cos z, sin(z + 2km) = sinxz  (27-périodicité).

Démonstration de l'identité fondamentale. M (x) appartient au cercle de centre O et de rayon 1,
donc OM? = 1. Or OM? = cos® z +sin® x par le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle
de projections. D'oit cos® z +sin*z = 1. W

2. La fonction tangente
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Pour tout réel z tel que cos z # 0, c’est-a-dire x #+ g +kn (k€ Z), on pose

Géométriquement, tan z se lit sur I'axe des tangentes (la droite d’équation X = 1).

m )

.2 9..q q 9 N q
De cos? z + sin” z = 1, en divisant par cos? z, on tire la relation treés utile

1+tan293:

(x#%—i—kw).

cos? x

3. Valeurs remarquables

Les valeurs des angles usuels du premier quadrant sont a connaitre par cceur :

P z
6 4 3 2
cosx | 1 @ \/—5 1 0
2 2 2
sinx | 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
tanxz | 0 ? 1 V3 | non défini

Astuce — Le moyen mnémotechnique de la « main »

z . n . . .
Pourx =0, ¢, 7, 5, 5, écrivez cosx = % avecn = 4,3,2,1,0; le sinus suit 'ordre inverse

2 3
n=0,1,2,3,4. Ainsicos | = ——etsin§ = g se retrouvent instantanément.

2 3

s ™ g S Ao foalitd
tan x n'est pas défini pour z = 3 + k7 : ne jamais écrire «tan § = oco» dans une égalité. La

fonction tan est m-périodique (et non 27-périodique) : tan(z + k7)) = tan .

-

Formules de symétrie et angles associés

Les positions relatives des points M (z), M(—z), M(m — x), M(w + x) sur le cercle donnent, par
simple lecture des coordonnées, toutes les formules dites d’angles associés.

4. Angles opposés et supplémentaires

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 5
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Propriété — Parités et symétries .

Pour tout réel x :

cos(—x) = cosz, sin(—z) = —sinx (tan(—z) = —tanzx)
cos(m —x) = —cosz, sin(m—x)=sinx
cos(m+z) =—cosz, sin(r+z)=—sinx (tan(m + z) = tanz)

Ainsi cos est paire et sin est impaire.

Piége a éviter

Erreur classique : écrire «sin(—z) = sinz ». C’est faux. Le sinus est impair : sin(—z) = —sin x.
Seul le cosinus est pair.

[ Les quatre points associés

Y

M(m + x) M(—z)

Les points M(xz), M(—xz), M(w — x), M(m + x) se déduisent
par symétrie : axes et origine donnent tous les angles associés.

5. Angles complémentaires — passage cos <> sin

\

Pour tout réel z :

(§—)—mwm  amig—)=
cos| 5 — ) =sinz, sin{ 5 — ) = cosz,
T . /T
COS(§ —i—ac) = —sinz, sm(§ —i—x) = COoS .
De plus, pouIG#g—l—kﬂ:

tan(% B 9) - ta1119’ tan(% + 0) - _ta:la'

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 6
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Méthode — Réduire un angle «au premier quadrant »

Pour évaluer cos ou sin d"un angle quelconque :
1. ajouter/retrancher un multiple de 27 pour se ramener a [0, 27[;

2. utiliser une symétrie (7 — x, 7 + x, —z) pour se ramener a [0, 3];

3. lire la valeur remarquable, en rétablissant le signe donné par le quadrant.

Equations trigonométriques

Résoudre une équation trigonométrique, c’est déterminer fous les réels = qui la vérifient. Trois
modeles fondamentaux servent de référence; on s’y ramene ensuite par les formules du chapitre.

6. Léquation cos x = cos «

Théoréme

Soit a € R. Alors

T =oa+2km
COST =COsSa < < ou (ke Z).
= —a+ 2km

[e%

Preuve. Deux points du cercle ont la méme abscisse cos « si et
seulement s’ils sont symétriques par rapport i I'axe des abscisses :
ce sont M («) et M (—ca). Modulo un tour complet on obtient les
deux familles annoncées. B

Méthode — Résoudre cosxz = a

Sia ¢ [—1,1], pas de solution. Sinon, on reconnait une valeur remarquable « telle que a =
cos a (prendre a € [0, 7]), puis on applique le théoréme : x = +a + 2k.

Exercice 1 — Application — huit équations en cosinus

Résoudre dans R :

1. cosz=3; 2.cosz=—1%; 3.cosm=§; 4.cosm=—3§;
5. cosa::‘/g; 6.cosa::—§; 7.cosz =0; 8.cosxz = 1.
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 7
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Correction

1. cosr =cos§ = v = +75 +2km 2. cosac—cos3 :>x—j:2“+2k7r
3. cosz =cos§g = x = %% + 2km 4.cos:v:cos%”:>ac=j:%”+2k7r
5. cosz =cos T =z =47 +2kr 6. cosz =cos 3 =z =+3T 4 2%r
7.cosx=0=x=75 +kn 8. cosx=1=z=2kn

(k € Z.) Pour 7., les deux familles +7 + 2k7 fusionnent en 7 + k.

\

7. Léquation sinz = sin«

Théoréme

Soit o € R. Alors
T = o+ 2kmw
sinz =sina < { ou (kez).

r=m—o+ 2k

™= (0%
Preuve. Deux points ont la méme ordonnée sin « si et seulement
s’ils sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées : ce sont M ()
et M(mr—o). 1
Correction — Les huit équations en sinus
lLsinz=1=2=7+2knroul+2kr 2 sinz=—3=2=—2+2kroull +2kn
3. sinx = i =T = —+2k7rou + 2km 4. sinw:—lzé :>w:——+2k7rou T+ 2k
5. sinx = @ >Tr=7 +2k7rou T+ 2km 6. sina::—‘/Ti =z =—2 + 2km ou 2L 4 2kr
7.sinx =0=x=km 8.sinr=1=x= 7+ 2knm

&

8. Léquation tanz = tan «

Théoréme

Soitw € R\ {5 + km | k € Z}. Alors

tanzr =tana <= r=a+kn (ke Z).

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence
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Preuve. tan x se lit sur I’axe des tangentes : une méme valeur est
atteinte aux deux points diamétralement opposés M (o) et M (a+), g [ ane
d’ot1 la période 7. B

Toujours vérifier la condition d’existence x # J + k7 avant
de conclure.

&

Correction — Les sept équations en tangente

1.tanx=\/§:>x=§+k7r 2.tanx=—\/§=>x=—§+k7r

3.tan:13:‘/?§:>x:%—|—k7r 4.tanx:—%§:>x:—%+k:7r
S.tanx =1=x=7 +kn 6. tanr =—-1=x=—-7 +kn

7.tanx =0 = x = km

Formules d’addition, de duplication et de factorisation

9. Formules d’addition

Théoréme

Pour tous réels a, b :

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb, cos(a—b) = cosacosb+ sinasinb,

sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasinb, sin(a —b) = sinacosb — cos a sin b.
De plus, lorsque tous les termes sont définis,

tan(a + b) tana + tanbd il b) tana — tanb
a - a—b)= ————.
1 —tanatand’ 1+ tanatanb

Démonstration (produit scalaire). Sur le cercle trigonométrique, OM (a) = (cos a,sina) et OM (b) =
(cos b, sinb) sont unitaires et I'angle orienté entre eux vaut a — b. Le produit scalaire s’écrit de deux
fagons :

OM (a)-OM (b) = cosacosb+sinasinb et OM(a)-OM(b) = |-| || cos(a—b) = cos(a—b).

D’oti cos(a —b) = cos acos b+ sinasinb. On obtient cos(a+ b) en changeant b en —b, puis les sinus
via sin @ = cos(§ — 0), et les tangentes en divisant. B

Moyen mnémotechnique : cosinus «garde son sérieux» (produit de mémes fonctions, signe
opposé) ; sinus «mélange » (produits croisés, méme signe).

10. Formules de duplication

Enposanta =b = x:

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 9
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~

cos 2z = cos?z —sinxz = 2cos?z —1=1 —2sin2x, sin 2z = 2sinz cos x,
2tanz
tan2z = ——— <x7é %—l—%’r).
1 —tan“z

&

A retenir — Formules de réduction du carré

Conséquence directe de cos 2z = 2cos®z — 1 = 1 — 2sin’z :

2 1+ cos2x . 2
sz =———— | sin”x =

1 — cos2x
2

Ce sont les formules-clés de la linéarisation et du calcul intégral.

Piege a éviter

1+ cos2z
Bien écrire cos2z (et non cosx) au numérateur : cos’z = — Lerreur cos®’z =
1+ cosz "~
—5 est fréquente et fausse (elle échoue déja en z = 7).
11. Angle moitié — les formules en ¢ = tan 7
x
En posant ¢t = tan 3 (pour z # 7+ 2km) :
cos il sin 2t tan 2t
r=—— inr =-——-, T = .
1+4t2’ 1+ ¢2 1—¢2

Ces égalités transforment toute expression en cos x, sin « en une fraction rationnelle en ¢t — outil
essentiel pour certaines équations et pour les intégrales.

12. Sommes, différences et produits

Propriété — Transformation somme < produit

Enposantp =a+betq=a—b (soita =234, b=E51):

— ptq b—q — in PG iy P—4
cosp + cosq = 2cos 5t cos 551, cosp — cos g = —2sin 5T sin

sinp + sing = 2sin 254 cos 254, sinp — sing = 2 cos 254 sin 234,
Réciproquement (linéarisation des produits) :
cosacosb = 1[cos(a+b) + cos(a —b)], sinasinb = 1[cos(a —b) — cos(a + b)],

sinacosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)].

-

13. Linéarisation des puissances

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 10
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Calcul trigonométrique
Méthode — Linéariser cos® z et sin®
On abaisse le degré a l'aide des formules du carré, puis on transforme les produits restants
en sommes.
3 9 14+ cos2x cosx = cosxcos2x
COS° T = COS X - COS“ T = COS T - = +
2 2 2
cosr 1 cos3x+cosx 3 +1 3
= —-—————— =| —cosx + —cos3x |
2 2 2 4 4
. . 1 —cos2zx . . .
De méme, avec sin’ z = T et sinx cos 2z = %(sm 3x —sinz):
.3 sinz 1 sin3dx —sinz . 1 . 3
sin® x = - = =| —sinx — -~ sin3x |
2 2 2 4 4
Exercice 2 — Linéarisation des puissances 4 et 5

Linéariser cos? z, sin® z, cos’ z, sin® 2.
) b )

Correction

En itérant la méthode (ou via la formule d"Euler cos x =

3 1 1 3 1
cos*x = = 4+ = cos 2x + - cos 4z, sinz =2 — Zcos2x + — cos 4z,
8 2 8 2
cos®z = —coszx + 3CosBa:—l— ic:os5ac sin® x = §sinav— —sin 3z + isin5ac
-8 16 16 ’ 8 ‘

16 16
Vérification :enz = 0,cos*0=1=3+ 3 + Letcos’0=1=2+ 2 + -.V/

Transformation de a cos z + bsinx

Théoréme

Soit (a,b) # (0,0) et R = va? + b2. Il existe un réel ¢ (unique modulo 27) tel que
Cos p = a siny = E
Y = R’ Y= R,

et1’on a, pour tout réel x :

acosz + bsinx = Rcos(x — ¢)

= Va2 + b2 cos(z — ).

Preuve. acosz +bsinz = R(% cosz + & sinz) = R(cos g cosz +singsinz) = Rcos(z — ). W

Remarque

On peut aussi écrire acosz + bsinz = Rsin(z + v) avec cos ) = %, siny = . Le point-clé

est que 'amplitude R = va? + b? ne dépend pas de la forme choisie; en particulier —R <
acosz +bsinz < R.

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence
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Méthode — Résoudre acosz + bsinz = ¢

1. Calculer R = va? + b? et écrire acos x + bsinz = Rcos(z — ).

2. L'équation devient cos(z — ¢) = % : possible ssi |c| < R.

3. Résoudre I'équation de référence en cos, puis revenir a .

Exercice 3 — Deux équations du type acosx + bsinz = ¢

-

Résoudredans R: 1.cosz +sinxz =—1; 2.v3cosz—sinz = 1.

Correction

LIdR=v12+12=2etp =7 (cosp =sinp =

=

2). Donc

2
cosz +sinx = ﬂcos(m— %) =-1 < cos(:c— %) = —g = Ccos —.

Dotz — § = 437 + 2k, soit

r=7+2kr ou xz—%-l—?kw (kez).

21 R=1/(V3)2+(—-1)2=2etp = —Z (cosp = ¥, sinp = —1). Donc

1
\/§cosx—sinx:2cos<m-l—%) =1 < cos<3:+ %) = B :cosg.

Doux + § = +5 + 2km, soit

xz%—i—?kw ou x:—g+2kw (k € 2).

Fiche de révision — I'’essentiel

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 12
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Cercle trigonométrique complet — angles usuels et coordonnées (cos, sin). Couleurs : axes, multiples de 7 /4,
multiples de 7/6.

M Identités fondamentales B Addition

) ) ) ) cos(a 4+ b) = cosacosb Fsinasinb
i =1, 1+t = —.
cos"x+sin =1, T = o sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

tana 4+ tanbd
1 Ftanatanbd

cos, sin : 2m-périodiques; tan : m-périodique. tan(a + b) =

Cos paire, sin et tan impaires.

. M Duplication et carré
M Angles associés

cos2z =2cos?xr —1=1—2sin’2z

cos(—z) = cosx sin(—z) = —sinx sin 2z = 2sinz cos =

cos(m —x) = —cosx sin(m —z) =sinz cos?q = 1Heg2r - gin? g = 1ocos2w
cos(m+x) =—cosx sin(r+z)=—sinx B Factorisation

cos(§ —x) =sinz  sin(§ —x) =cosx

cos(§ +x) = —sinz sin(§ + ) = cosx

cosp + cos g = 2 cos B4 cos B4
M Equations de référence . . . -
q sinp + sin ¢ = 2sin 24 cos 251

cosacosb = 1[cos(a+ b) + cos(a — b)]

COST = COSav < T = +a + 2km M Angle moitié ¢ = tan

siny =sina < r=«a+2kroun— o+ 2kw

tanzx =tana <= r=a+kn (kez)

_ 1-¢2 ; _ 2t _ 2t
COST = {47, SINT = 157, tanx = =
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 13
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. _ a ; — b :
W acosx +bsinx aveccos ¢ = ==, sinp = == Amplitude

= Va2 +b2 <acosz+bsinz < Va2 + b2,

acosz + bsinz = v/a? + b? cos(x — )

A retenir — Linéarisation (3 mémoriser)

cos3x=%cos:r+}1cos3x, sin3x=%sin:r—é—isin3x.
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 14
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QCM d’évaluation — 21 questions

Pour chaque question, une seule proposition est correcte. Le corrigé justifié se trouve en fin de
chapitre.

Niveau MOYEN — application directe

Q1. Pour tout réel x, cos(—x) vaut :

A.—cosx B. cosx

C.sinx D. —sinx

Q2. sin% est égal a:

1
AL B. Y3
2 2
2
C.— D. _3
2 3
Q3. Les solutions dans R de cosx = 1 sont :
A.x = 2km B.x=kr
C.ng—i—lm D.2 =7+ 2k
Q4. La fonction tan est périodique de période :
A. 2T B.mw
I D. 4r
2
Q5. Pour tout réel z, cos? z + sin® z vaut :
A.2 B.0
C.1 D. cos2x
Q6. Pour tout réel z, sin(m — x) vaut :
A.sinx B. —sinz
C.cosx D.—coszx
Q7. Parmi ces quantités, laquelle n’est pas définie?
Y ™
A. tan — B. tan —
3 2
T
C. tan 1 D.tan0
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 15
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Niveau BON — raisonnement en plusieurs étapes

1
Q8. Le nombre de solutions de cos z = 5 dans [0, 27| est :

Al B.2

c.3 D.4

Q9. Pour tout réel z, cos(g + x) vaut :

A.sinx B. —sinxz

C.cosz D. —cosx

Q10. Sur le cercle ci-contre, le point M correspond a l’angle
2 M
?ﬂ. Ses coordonnées (cos, sin) sont :
A (5F) B (=39 -
) D. (-}, — )
Q11. Pour tout réel z, sin 2z est égal a :
A.2sinzcosx B.sin®z — cos? x
C.2cos?x —1 D.1—2sin’z
Q12. La forme linéarisée de cos® z est :
3 1 1 3
A. - - B. — -
4cosx+4c053m 4cosx+4cos3$
C. 1 cos T — 1 cos 3z D. cos 3z
. : V2
Q13. Les solutions de sinz = 5 dans [0, 27| sont :
ot I T 37
A —, — B. -, —
34 | 54 4 ;1
U T T 7T
C.—, — D. - =
47 4 4’ 4
Q14. La valeur maximale de 3cosx + 4sinz (pour z € R) est:
AT B.5
C.3 D.4
R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence 16
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Niveau DIFFICILE — type concours

Q15.

Q16.

Q17.

Q1s.

Calcul trigonométrique

Les solutions dans R de v/3cosx — sinz = 1 sont :

A.%+2k7rou—g+2k:7r B.g+2k7rou7r+2k:7r
C.j:%+2k‘7r D.%—i—kw

Le nombre de solutions de cos 2z = cos x dans [0, 27| est :

A.2 B.3

C. 4 D.6

Pour tous réels, sin 3z — sinx est égal a :

A.2cos2zsinx B.2sin2x cosz

C.2cos2xcosx D. 2sin2zsinw
L'équation cos z = 2 admet dans R :

A. deux solutions B. une solution

C. aucune solution D. une infinité

Q19. Pour 6 + g + kr (et  non multiple de ), tan(% — 0) vaut :
1 1
. B. —
tan 6 tan 6
C.tan#f D. —tané
Q20. Sit = tang (avec x # 7 + 2km), alors sin x vaut :
2 1— 2
A 2 B. "
1+ ¢2 1+ t22
2t 1
C. D. +!
1—1¢2 2t
Q21. Les solutions dans R de cosz + sinx = —1 sont :
3
A. 7+ 2k7 ou —g—i—%w B.i£+2kw
C.%-I—Qkﬂ' D.m+ km
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Maths Elites Corrigeé du QCM

Corrigé du QCM

Ql | Q2 | Q3 | Q4 | Q5 | Q6 | Q7

B | A|A|B|C| A | B
Q8 | Q9 | Q10| Q11 | Q12 | Q13 | Q14
B | B | B | A | A| A | B
Q15 | Q16 | Q17 | Q18 | Q19 | Q20 | Q21
Al B | A C| A]|A]|A

Correction — QCM — niveau moyen

Q1—B
cos est paire : cos(—x) = cos z.
Q2—A
Valeur remarquable sin Z = 1. Distracteur B : c’est sin Z.
Q3—A
cosz =1 <= x = 2kr (etnon /2 + kr qui donne cosz = 0).
Q4i—B
tan(z + kr) = tanz : période 7, non 2.
Q5—C
Identité fondamentale cos? z + sin z = 1.
Q6—A
Angle supplémentaire : sin(m — x) = sinz.
Q7—B

tan 7 n’existe pas car cos 5 = 0.

-

Correction — QCM — niveau bon

Q8—B
r=getxr= %“ = —3 + 27 : deux solutions.
Q9—B
cos(% + x) = —sinx. Attention au signe (le complément donnerait + sin).
Q10 —B
(cos 3, sin ) = (=3, %)
Q11 —A
Formule de duplication sin 2z = 2sinx cos .
Q12— A
Linéarisation cos® z = 3 cosz + § cos 3z (coefficients 3/4, 1/4).
Q13— A
sinx = —‘/75 : points du bas, z = %’r et %’r.
Q14—B

3cosx +4sinz = 5cos(z — @), R =9+ 16 = 5; maximum = 5.
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- Maths Elites Corrigeé du QCM

Correction — QCM — niveau difficile

Q15— A
2cos(z+ %) =1= 2+ § =45 +2kn,dottz = § +2krouz = —F + 2km.
Q16—B
cos2r = cosx = 2x = +x 4+ 2kn:x = 2kmrouzx = %Tﬂ Dans [0, 27[ : 0, 2{, 4?”, soit 3
solutions.
Q17— A
sinp — sing = 2 cos 254 sin 254 avec p = 3x,q =  : 2cos 2z sin x.
Q18— C
cosz € [—1,1] et 2 > 1 : aucune solution.
Q19—A
1
Angl 1é taire : tan(Z — 0) = ——.
ngle complémentaire : tan(5 — 0) tand
Q20— A
2t
Formule de I'angle moitié : sinx = 72 Distracteur B : c’est cos x.

Q21— A
\/icos(x—g):—léx—g::I:%T”+2k:7r,d’oﬁ:v:7r+2k:7roua::—g-|—2k:7r.
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Maths Elites Exercices corriges

Exercices d’application corrigés

Exercice 4 — Valeurs et angles associés

Calculer sans calculatrice :
cos m sin o7 tan COS( ﬂ) + sin m
6’ 4’ 37 3 6"
cos I = cos(m+ E) = —cos T =—¥3; sin3F =sin(r+T)=—"2; tanZ =tan(r— ) =
5 = T+ %) =—cosg=—%; sinFT =sin(r+§)=—%; tan% =tan(r—3) =
T .
—tang_—\/%, 11
cos(—%) +sinF =cos§ +sin(n+%)=5—5=0

Exercice 5 — Simplification par symétrie

Simplifier, pour tout réel x : A(z) = cos(m — x) + cos(% — ac) +sin(w + x) + sin(% + x)

Correction

cos(m—x) = —cos x,cos(§ —x) = sinx, sin(r+x) = —sinz, sin(§ +z) = cos x. En sommant :

A(z) = —cosx +sinz —sinx + cosx = @

Exercice 6 — Equations a angle multiple

Résoudre dans R: T1.cos2z=1; 2.sin2z—T)=2L; 3.tan(z+ T)=1.

Correction

1.2r =43 +2kn = x =457 + k.
2.23:—%:§+2k7rou%”+2k7r,d’of1:c:%—i—kﬂ'oum:g-l-km'.
.x+ 5 =7 +kn=x=km

Exercice 7 — Une identité

-

4

z 4
Montrer que, pour tout réel = : cos® x — sin™ z = cos 2.

Correction

4

cos?z —sin? 2 = (cos? z — sin” ) (cos? z + sin® ) = (cos 22)(1) = cos 22. W

Exercice 8 — Factorisation et résolution

{ 1. Factoriser cos x + cos 3z. 2. En déduire les solutions de cos x + cos 3z = 0 dans [0, 27|
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Exercices corrigés

- Maths Elites

1. cos x 4 cos 3x = 2 cos 5= “39“ cos 33"7*’” = 20s 2z oS .
2.2cos2zxcosx =0 < cost =0oucosz = 0.cos2z =0 = z = T + £ : dans [0, 2],
xe{Z, 3% 5% T} cosz = 0= x € {F, 3} Six solutions au total.

Exercice 9 — Type acosz + bsinx

2. En déduire le

[ 1. Ecrire f(x) sous la forme Rcos(z — ).

Soit f(x) = cosx — /3 sinx.
maximum et le minimum de f, puis résoudre f(z) = 1 dans R

Correction
3

— 2. Donc f(z) = 2coz + ).

=VI+3=2cosp =73 sinp=— ==
2. -2 < f(r) < 2: maximum 2 (en z = —% + 2k7), minimum —2 (en r = %“ + 2km).
N=1 < r+ %5 = +3 + 2km, d’ou x=2k7roux=—2§+2k7r.

f(z) =1 < cos(z+ % 5

Exercice 10 — Linéarisation utile au calcul intégral

1 — cos 4z /2
Montrer que cos? z sin® z = BrE— puis en déduire / cos? z sin® z du.
0
\
2 1 —cos4x
cos?wsin’z = (coswsinz)? = (4sin2z)” = Lsin® 2z = 1. 1=csde - —
/2 /2

1 1 1™ 1 o [
Donc costsinQ:zdx:—/ 1 — cos 4z dx:—[:c—w] =--==|=
/O 8 ( ) 8 1o 8 2 |16

0
Exercice 11 — Une somme remarquable
3

2
Montrer que, pour tout réel z : cos® = + c052<a: + ?> + COSQ(CE — g) =3

Correction

Avec cos? § = <20 13 somme vaut
3 Leosom+ cos(2x + &) + cos(2x — 4F)
27" 2 3 3]

, 2z — 4% sont, modulo 2, également répartis (pas de 27) : leur

Les trois angles 2z, 2z + 4T

somme de cosinus est nulle. Il reste 7 [ |

21
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Maths Elites

Problémes de synthése

Problemes de synthése

Exercice 12 — Probléme 1 — Une équation a trois termes

On considére f(x) = sinz + sin 2z + sin 3.
1. Montrer que f(z) = sin2z (1 4 2cos z).

2. Résoudre I'équation f(z) = 0 sur [0, 27].

3. Combien de solutions I'équation f(z) = 0 possede-t-elle sur [0, 27[?

-

Correction

1. sinz + sin3z = 2sin2zcosz (somme — produit avec p = 3z,¢ = z). Donc f(z) =
2sin 2z cosx + sin 2z = sin2x (2cosx + 1).

2. f(z) =0 < sin2z =0oucosz = —3.
e sin2z =0= 2z =kr =z ="F:sur 0,2

[,z € {0,%

7T
)9 7?
. cosx:—l:xe{%”,%” .

s 47 37w
Dou S = {0, bR , T, 3, 7}
3. Six solutions.

-

Exercice 13 — Probleme 2 — Amplitude et inéquation

Soit g(x) = cosx + /3 sinz.
1. Ecrire g(z) sous la forme R cos(x — o) avec R > O et p €] — 7, 7).

2. Résoudre g(z) = 1 dans R.

3. Résoudre I'inéquation g(z) > 1 sur [0, 27

Correction

=v1+3=2,cosp =73, sinp= \/Tg = ¢ = Z.Donc g(z) = 2cosz — §).

2
2.2co8(z—3) =1 < cos(z—3F) =3 < x—F =41+ 2k, douz =2 + 2krou
x = 2km.

3.9(x) >1 < cos(x —%)2% = —ITH+2%kr<2—-% < EH42kn = 2k7r§93§%”+2k:7r.
Sur [0,27[: z € [0, 2F].

-
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Maths Elites Compléments

Compléments

14. Encart historique

Boite a outils — Une longue histoire

Antiquité grecque
Hipparque de Nicée (~150 av. ].-C.) puis Ptolémée (Almageste) construisent des tables de
cordes pour 1’astronomie — 1’ancétre de nos tables de sinus.

Inde
Aryabhata (V¢ s.) introduit la demi-corde, le jya, dont la traduction arabe donnera, par
contresens, le mot latin sinus.

Monde arabo-musulman
Al-Battani et Abu al-Wafa (/X°-X€ s.) systématisent sin, cos, tan et démontrent les
formules d’addition; la trigonométrie devient une science autonome.

Europe moderne
Euler (1748) unifie le tout par la formule € = cosz + isinz, reliant trigonométrie,
exponentielle et nombres complexes.

15. Applications concretes

Remarque

Physique
Tout mouvement oscillatoire (pendule, ressort) s’écrit z(t) = A cos(wt+¢);la transformation
a cos +b sin sert précisément a passer a cette forme «amplitude—phase ».

Electricité
Une tension alternative est u(t) = U+/2 cos(wt); sommes de signaux — formules
d’addition.

Ondes et son

Les formules de factorisation expliquent le phénomene de battements (cos p + cos q).

Informatique graphique
Une rotation d’angle 0 utilise la matrice (5§ - sin?) — Jes formules d’addition en sont la
loi de composition.

16. Carte mentale du chapitre
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Compléments

cos2 +sin? =1

Cercle &
valeurs

Symétries &

R cos(x — [ acosx + bsinx ] i
( ?) + angles associés

Calcul

trigonométrique

Factorisation Equations
& linéarisation Cos, sin, tan

duplication

Addition & ]

cos2x, sin2x

17. Glossaire des notations

] r =+a+ 2kw

Notation Signification
¢ Cercle trigonométrique (centre O, rayon 1)
M(x) Point image du réel = par enroulement sur €
cosx, sinx Abscisse et ordonnée de M (x)
tan x sinx/cos x, définisix # § + km
keZ Entier relatif quelconque (familles de solutions)
R =+/a?+b? | Amplitude de acosz + bsinx
t=tan 3 Variable de 'angle moitié

18. Auto-évaluation

Je sais...

Pas encore

placer un réel sur le cercle et lire cos, sin, tan
utiliser les angles associés (—z, 7+, § + )
résoudre cosx = cosq, sinx = sin¢, tanz = tan «
appliquer addition, duplication, factorisation

linéariser cos™ z, sin” x

o o

transformer a cos x + bsin x et résoudre acosx + bsinx = ¢

N

19. Pour aller plus loin — vers la CPGE

Astuce — Prolongements

e Formule d’Euler el = cos + isinx et Moivre (cosz + isinz)™ = cos nx + isinnx : elles

redémontrent toutes les formules de ce chapitre d"un seul coup.

e Polyndémes de Tchebychev 7, (cos z) = cos nx.
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- Maths Elites Calcul trigonomeétriq

ue

e Séries de Fourier : décomposition d'un signal périodique en somme de cos et sin — la
linéarisation y est centrale.

e Fonctions hyperboliques cosh,sinh : mémes formules, avec des signes modifiés
(«trigonométrie du cercle» vs «de I’hyperbole »).

R. Abed — Agrégé de Math. Maths Elites | Préparation Terminale SM vers I'excellence
© 2026 — Tous droits réservés

25



	Chapitre — Calcul trigonométrique
	Le cercle trigonométrique et les valeurs remarquables
	Cercle trigonométrique, cosinus et sinus
	La fonction tangente
	Valeurs remarquables

	Formules de symétrie et angles associés
	Angles opposés et supplémentaires
	Angles complémentaires — passage cosinus-sinus

	Équations trigonométriques
	L'équation cos x = cos alpha
	L'équation sin x = sin alpha
	L'équation tan x = tan alpha

	Formules d'addition, de duplication et de factorisation
	Formules d'addition
	Formules de duplication
	Angle moitié — les formules en t = tan(x/2)
	Sommes, différences et produits
	Linéarisation des puissances

	Transformation de a cos x + b sin x
	Fiche de révision — l'essentiel
	QCM d'évaluation — 21 questions
	Corrigé du QCM
	Exercices d'application corrigés
	Problèmes de synthèse
	Compléments
	Encart historique
	Applications concrètes
	Carte mentale du chapitre
	Glossaire des notations
	Auto-évaluation
	Pour aller plus loin — vers la CPGE



